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1. 大学院入試問題の出典

本書の過去問部分は、東京大学大学院理学系研究科・物理学専攻の

入学試験問題を出典としています。出題原文との相違が疑われる場合は、

大学側が公開する原題PDFを優先してください。

2. 再編集・改変の範囲

年度別・分野別の再配置、解説の追加、紙面の再組版、注記等を

行いました。数式や図が原題と異なる箇所があれば独自の編集です。

3. 独自解答と責任範囲

解答・補足説明・検算・誤植の指摘は独立に作成した非公式版であり、

東京大学の公式模範解答、採点基準、大学の承認を意味しません。
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東京大学物理学専攻・原題公開ページ
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収録範囲・分野別案内
25年度分の原題＋独自解答 ／ PDF全体で608ページ

本書は4分野の問題と独立解答を合冊した学習資料です。

2021年度は収録対象から外しています。すべての設問について

完全な第三者査読を実施したものではありません。

分野 通しページ 規模

量子力学 4～133 130頁

統計力学・量子統計 134～268 135頁

電磁気学・古典力学 増補案内 269 1頁

電磁気学・古典力学 270～392 123頁

数学 393～608 216頁

電磁気学・古典力学は25年度・計26大問を収録。

2004年度には第3問と第4問の2大問を掲載しています。

分冊時代の表紙や年度別目次に印刷された「3頁」等の数字は、

分冊内の相対ページ番号です。本PDFではしおりをご利用ください。

校訂上の重要な注記

2026年度の統計力学・第2問（本PDF 138頁）の原題には

g(r)=min[f(h)+rah] とありますが、f は凹関数です。

数学的に正しい変換は sup であり、解答141頁で注記しています。

原題の表現は変更していません。

公式原題および二次利用条件のクリック可能なURLは前ページに掲載しています。

対象：2001～2026年度（2021年度を除く） ／ 2026年10月14日改訂



東京大学大学院理学系研究科物理学専攻院試問題・詳解集

量子力学
2026年度→ 2001年度 年度降順
25年度分を収録（2021年度の原題資料は未収録）

本書の使い方各年度に「原題→解答・解説」を配置しています。次ページの年度別目次から、該当年度の原題に移動できます。PDFのしおりからも年度へ移動できます。
収録範囲量子力学の問題は主に、量子調和振動子、ポテンシャル問題、時間発展・摂動論、スピンと角運動量、量子統計に現れる演算子法などに及びます。問題の分類は各巻の独立解答を基に編集しています。
原題と解答の位置付け原題は提供された東大入試問題から収録した画像です。解答は独立作成の非公式解答であり、大学公式の模範解答ではありません。既刊の全設問について今回改めて完全な数学的査読を実施したわけではありません。

編集・制作：2026年 10月／数学編とは別冊



年度別目次 2026 → 2001

各行をクリックすると該当年度の原題へ移動できます。解答は各原題の直後に掲載。

年度 主要テーマ 開始頁
2026 周期デルタ関数とバンドギャップ 3
2025 時間依存摂動と二光子遷移 8
2024 スクイーズド状態 13
2023 2次元調和振動子 18
2022 最小不確定状態 21
2020 二準位測定・Bell型相関 29
2019 調和振動子と四次摂動 34
2018 断熱近似 37
2017 二粒子振動子と自由波束 41
2016 磁束中の電子とゼロモード 44
2015 円周上のデルタ関数ポテンシャル 49
2014 水素原子・Landau準位・正準変換 53
2013 量子調和振動子・コヒーレント状態 57
2012 スピンと磁気共鳴 61
2011 分離型ポテンシャル 64
2010 無限深井戸と中央デルタ障壁 67
2009 スピン 1/2と量子相関 71
2008 2次元等方調和振動子 76
2007 角運動量の量子化 80
2006 無限深井戸と一次摂動論 83
2005 有限井戸と共鳴透過 87
2004 量子調和振動子 90
2003 井戸の拡張と断熱定理 94
2002 1次元調和振動子・コヒーレント状態 99
2001 有限井戸の束縛状態・浅い引力井戸 103

注記： 2021年度は原題未提供のため収録していません。過去問の年度分類と出題傾向は、この問題集の編集上の整理です。解答は東京大学公式の模範解答ではありません。



東大院試の物理   25ヵ年 YEAR INDEX
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周期デルタ関数とバンドギャップ

次ページから、当該年度の問題と独立解答・解説を収録します。
原題の出典および二次利用条件は巻頭の案内をご覧ください。
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東大理物院試量子力学・詳解第 1巻 2026 → 2025

1 2026年度　第 1問：周期ポテンシャル
設問設定：質量mの電子、H = p2/(2m) + V (x)、V (x + a) = V (x)、周長 Naの周期境界条件。
後半は V (x) = V0

∑N−1
n=0 δ(x− na)とする。

設問 1：随伴変換の級数の解答
f(λ) = eλYXe−λY とおく。積の微分則を使うと

f ′(λ) = eλY (Y X −XY )e−λY = eλY [Y,X]e−λY , (1)

f (n)(λ) = eλY [Y, [Y, . . . , [Y,X]]]︸ ︷︷ ︸
n重の交換子

e−λY . (2)

λ = 0で f (n)(0) = adnY X となるため Taylor展開から
eλYXe−λY = X + λ[Y,X] +

λ2

2!
[Y, [Y,X]] + · · · .

演算子の級数を扱う場合は共通の定義域と収束を仮定する。形式的計算としても本問の有限交
換子には十分である。
設問 2：並進演算子の解答
T = e−iap/h̄、[x, p] = ih̄とする。Y = −iap/h̄を代入すると

[Y, x] = −
ia
h̄
[p, x] = −a, [Y, [Y, x]] = 0.

よって
TxT−1 = x− a , TpT−1 = p .

後者は [Y, p] = 0から直ちに従う。波動関数に対する作用は (Tψ)(x) = ψ(x− a)。
検討ポイント：円周上の位置 xは大域的な単一値演算子としては微妙だが、上記の恒等式は局
所座標での通常の形式計算として使える。T 自体は周期境界条件の下で定義できる。
設問 3：Hamiltonianとの可換性と固有値の解答
関数に対して TV (x)T−1 = V (x− a) = V (x)。運動エネルギーにも T は可換するから

[T,H] = 0 .

系の長さは Naなので、周期境界条件より TN = 1。T |ψ⟩ = t |ψ⟩なら tN = 1、すなわち
t = e−ik, k =

2πj

N
, j ∈ Z (mod N).

Tψ(y) = ψ(y − 1) = e−ikψ(y)なので、以後 ψ(y + 1) = eikψ(y)と書ける。

4



東大理物院試量子力学・詳解第 1巻 2026 → 2025

設問 4：無次元 Schrödinger方程式の解答
定常 Schrödinger方程式は

−
h̄
2

2m

d2ϕ

dx2
+ V0

N−1∑

n=0

δ(x− na)ϕ(x) = Eϕ(x).

y = x/aなら d2/dx2 = a−2d2/dy2、さらに δ(x− na) = a−1δ(y− n)。両辺に 2ma2/h̄2を掛ければ
−ϕ′′(y) + v

N−1∑

n=0

δ(y − n)ϕ(y) = α2ϕ(y) , v =
2maV0

h̄
2 , α2 =

2mEa2

h̄
2 .

したがって αと vは無次元である。
設問 5：接続条件から空欄 (a)(b)(c)の解答
0 < y < 1では自由波なので

ϕ(y) = Aeiαy +Be−iαy.

Bloch条件 ϕ(y + 1) = eikϕ(y)より ϕ(0−) = e−ikϕ(1−)。デルタ点 y = 0で波動関数が連続するた
め

A+B = e−ik(Aeiα +Be−iα).

従って空欄 (a)は
(a) = Aeiα +Be−iα .

式 (1)を y = 0の近傍で積分すると
ϕ′(0+)− ϕ′(0−) = vϕ(0).

ϕ′(0−) = e−ikϕ′(1−)を代入して
iα(A−B)− e−ikiα(Aeiα −Be−iα) = v(A+B).

従って
(b) = Aeiα −Be−iα , (c) =

A+B

iα
= −

i
α
(A+B) .

符号はジャンプ条件 ϕ′(0+)− ϕ′(0−) = +vϕ(0)によって決まる。
設問 6：分散関係（Kronig–Penney型）の解答
設問 5の 2本を連立一次方程式として A,B に非自明解がある条件を取れば目的の式を得る。別
法として転送行列を示す。
自由区間の端から端への伝播と、デルタ点での微分の跳びは

P (α) =

(
cosα sinα/α

−α sinα cosα

)
, D(v) =

(
1 0

v 1

)
.
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東大理物院試量子力学・詳解第 1巻 2026 → 2025

単位格子の転送行列M = D(v)P (α)は detM = 1であり、Bloch条件により固有値が e±ik。した
がって

2 cos k = trM = 2 cosα+
v

α
sinα,

cos k = cosα+
v

2α
sinα.

許容されるバンドは右辺の絶対値が 1以下の領域である。
設問 7：弱い周期ポテンシャルとバンドギャップの解答
v = 0なら α = k + 2πℓ（同じエネルギーを与える ±αに留意）。Brillouin境界 k = πで

α0 = π(2ℓ+ 1), ℓ = 0, 1, 2, . . .

とする。v > 0が小さい場合 α = α0 + δを代入すると
−1 = −1 +

δ2

2
−

vδ

2α0
+O(δ4, vδ2).

主要次数では δ(δ − v/α0) = 0。従って 2本のバンド端は
δ− = 0, δ+ =

v

α0
+O(v2) .

α0自体は式 (2)の厳密解であり、下側の端はずれない。E = h̄
2
α2/(2ma2)を使うと

E− =
h̄
2
α2
0

2ma2
, E+ = E− +

h̄
2
v

ma2
+O(v2).

よって
∆E = E+ − E− =

2V0
a

+O(V 2
0 ) .

デルタポテンシャルの Fourier係数 VG = V0/aに対応する一般的な弱ポテンシャルのギャップ
2|VG|とも整合する。v ≪ α2

0 が近似の条件である。2026年度の最重要事項：式 (2)の +v/(2α)

の符号、デルタ関数の微分ジャンプ、kが無次元であること、ギャップが V0の一次で開くこと。
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東大理物院試量子力学・詳解第 1巻 2026 → 2025

2 2025年度　第 1問：時間依存摂動と二光子遷移
設問設定： H0 = p2/(2m) + U(x)、H0 |a⟩ = Ea |a⟩、Ωab = (Ea − Eb)/h̄、縮退のない離散準位。外場 V̂ (t) = V̂0 cos(Ωt)による遷移を考える。
設問 1：[x,H0]の計算の解答
[x, p] = ih̄、[x, U(x)] = 0より

[x, p2] = [x, p]p+ p[x, p] = 2ih̄p.

したがって
[x,H0] =

ih̄
m
p .

設問 2：運動量と位置の行列要素の解答
|a⟩ , |b⟩で挟むと

⟨a| [x,H0] |b⟩ = (Eb − Ea) ⟨a|x |b⟩ = −h̄Ωab ⟨a|x |b⟩ .

一方、設問 1からこれは (ih̄/m) ⟨a| p |b⟩に等しい。従って
⟨a| p |b⟩ = imΩab ⟨a|x |b⟩ .

Ωaa = 0なので ⟨a| p |a⟩ = 0も従う。
設問 3：和則（Thomas–Reiche–Kuhn型）の解答
設問 1をさらに xと交換すると

[x, [H0, x]] = [x,−ih̄p/m] =
h̄
2

m
1.

完全性∑
c |c⟩ ⟨c| = 1を使い、左辺を展開すると

⟨a| [x, [H0, x]] |b⟩ =
∑

c

(2Ec − Ea − Eb) ⟨a|x |c⟩ ⟨c|x |b⟩

= h̄
∑

c

(Ωca +Ωcb) ⟨a|x |c⟩ ⟨c|x |b⟩ .

よって
∑

c

(Ωca +Ωcb) ⟨a|x |c⟩ ⟨c|x |b⟩ =
h̄

m
δab .

この恒等式はすべての中間状態を足し合わせたときに成立する。打ち切った部分和では一般に
成り立たない。

9



東大理物院試量子力学・詳解第 1巻 2026 → 2025

設問 4：一次摂動における位置・運動量表示の等価性の解答
原題では

V̂p = qA0
p

m
, V̂x = qΩA0x.

を比較する。共鳴条件 Ω = Ωa0で設問 2を適用すると
⟨a| V̂p |0⟩ = iqA0Ωa0 ⟨a|x |0⟩ , ⟨a| V̂x |0⟩ = qA0Ω ⟨a|x |0⟩ .

2つの行列要素は位相 iを除いて同じなので、絶対値の 2乗に比例する遷移確率は一致する：
W (p)

a =W (x)
a (Ω = Ωa0) .

ここでは問題文が与えた一次摂動の遷移率を用いたので、別の相互作用項を付加する必要はな
い。
設問 5：二次摂動（完全中間状態和）での等価性の解答
二光子共鳴を Ω = Ωa0/2とする。略記

Xc = ⟨a|x |c⟩ ⟨c|x |0⟩ , Sx =
∑

c

Xc

Ω− Ωc0
, Sp =

∑

c

ΩacΩc0Xc

Ω− Ωc0

を導入する。設問 2から 2個の運動量の積には i2 = −1が掛かるので、遷移振幅は q2A2
0Sp と

q2Ω2A2
0Sxの符号違いを除く比較へ還元できる。

原題の恒等式 (9)で b→ c, c→ 0と読み替えると
ΩacΩc0 =

Ωca +Ωc0

2

(
Ωa0

2
− Ωc0

)
+

Ω2
a0

4
.

共鳴条件の下では右辺の括弧が Ω− Ωc0なので
Sp =

1

2

∑

c

(Ωca +Ωc0)Xc +Ω2Sx.

設問 3の和則を (a, b) = (a, 0)に用いれば、第 1項は h̄δa0/(2m) = 0（励起状態 a ̸= 0）。故に
Sp = Ω2Sx , W (p)

a =W (x)
a .

検討ポイント：これは全中間状態和と和則が成立する場合の主張である。有限個の準位だけを
残した近似では、和則の打ち消しが成立しない場合がある。
設問 6：中間状態を 1個に打ち切るときの解答
中間状態を |b⟩のみにして、Ωa0 ≫ Ωba > 0と仮定する。このとき

Ωab = −Ωba, Ωb0 = Ωa0 +Ωba, Ω =
Ωa0

2
.

単一項の振幅の絶対値の比は
|A

(b)
p |

|A
(b)
x |

=
|ΩabΩb0|

Ω2
= 4

Ωba

Ωa0

(
1 +

Ωba

Ωa0

)
≪ 1.

10



東大理物院試量子力学・詳解第 1巻 2026 → 2025

従って打ち切り後の遷移率は
W

(p,b)
a

W
(x,b)
a

= 16

(
Ωba

Ωa0

)2(
1 +

Ωba

Ωa0

)2

≪ 1.

完全和なら両表示は等価なので、運動量表示で小さくなった分は、他の中間状態の寄与と打ち
消しを考慮する必要がある。|b⟩の寄与だけを主役にする近似の自然さという意味では、位置表
示 V̂x = qΩA0xを選ぶのが妥当と考えられる。
ただし、真の誤差をどちらが小さくするかは、他の準位の行列要素と位相に依存する。準位
間隔の条件のみから、厳密な誤差上界や普遍的な優劣は証明できない。この点を区別すること
が重要である。
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東大理物院試量子力学・詳解第 2巻 2024→ 2023

1 2024年度　第 1問：逆調和振動子とスクイーズド状態
設定：一般化座標 q と共役運動量 p について H = (p2 − q2)/2。量子化後は [q̂, p̂] = ih̄。真空
a |0⟩ = 0とし、スクイーズド状態は原題で与えられた S(r, ϕ) |0⟩とする。
設問 1：古典運動の和と差の解答
Hamilton方程式は

q̇ =
∂H

∂p
= p, ṗ = −∂H

∂q
= q.

u = p+ q, v = p− qとすると u̇ = u, v̇ = −v。初期値を u0 = p(0)+ q(0), v0 = p(0)− q(0)と書けば
p(t) + q(t) = u0e

t, p(t)− q(t) = v0e
−t.

つまり p+ qは指数関数的に増幅し、p− qは指数関数的に減衰する。原題の仮定 u0 ̸= 0により、
長時間では

q(t) =
u0e

t − v0e
−t

2
, p(t) =

u0e
t + v0e

−t

2
, p ∼ q.

設問 2：作用関数の長時間漸近形の解答
保存エネルギーを E = (p2 − q2)/2 = 1

2u0v0とする。qが大きくなる枝では p/q → 1、故に
dS
dq

= p(q) = q +
E

q
+O(|q|−3).

積分して
S(q) = 1

2q
2 + E log |q|+O(1) (|q| → ∞),

したがって求める主要な漸近形は S(q) ∼ q2/2 である。E = 0なら定数を除き正確に S = q2/2

となる。
検討ポイント：原題の「どのような関数に漸近」は主要項 q2/2を指すと読む。一般の非零エネ
ルギーの軌道では E log |q|の劣次補正も残る。
設問 3：生成・消滅演算子の交換子の解答
原題の定義

â =
q̂ + ip̂√

2h̄
, â† =

q̂ − ip̂√
2h̄

および [q̂, p̂] = ih̄から
[â, â†] =

[q̂ + ip̂, q̂ − ip̂]
2h̄

=
−i[q̂, p̂] + i[p̂, q̂]

2h̄

=
2h̄

2h̄
= 1 .
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設問 4：Hamiltonianの二次形式の解答
逆変換は

q̂ =

√

h̄

2
(â+ â†), p̂ = −i

√

h̄

2
(â− â†).

従って順序を変えずに展開すれば
Ĥ = 1

2(p̂
2 − q̂2) = − h̄

4

[

(â− â†)2 + (â+ â†)2
]

= − h̄
2

(

â2 + (â†)2
)

.

数演算子 a†aの項は相殺する。この Ĥ は通常の正の調和振動子とは異なり、下に有界ではない。
設問 5：時間発展とスクイーズド状態の解答
原題のスクイーズ演算子は

Ŝ(r, ϕ) = exp
[r

2
{â2e−2iϕ − (â†)2e2iϕ}

]

.

ϕ = −π/4なら e−2iϕ = i, e2iϕ = −i。ゆえに
Ŝ(t,−π/4) = exp

[

it
2
(â2 + (â†)2)

]

= e−iĤt/h̄.

初期状態 |ψ(0)⟩ = |0⟩を発展させると
|ψ(t)⟩ = e−iĤt/h̄ |0⟩ = Ŝ(t,−π/4) |0⟩ = |(t,−π/4)⟩ .

ここで tは原題の無次元化された時間である。
設問 6：スクイーズド状態での p̂と q̂ の関係の解答
原題で与えられた変換式から、逆向きの随伴変換は

ŜâŜ† = â cosh r + e2iϕâ† sinh r.

â |0⟩ = 0に左から Ŝ を掛けると、|(r, ϕ)⟩ = Ŝ |0⟩は
(â cosh r + e2iϕâ† sinh r) |(r, ϕ)⟩ = 0.

すなわち â |(r, ϕ)⟩ = −e2iϕ tanh r â† |(r, ϕ)⟩。p̂/(q̂)を消去すると
p̂ |(r, ϕ)⟩ = α(r, ϕ)q̂ |(r, ϕ)⟩ , α(r, ϕ) = i

cosh r + e2iϕ sinh r
cosh r − e2iϕ sinh r

.

分母は実数 rで零にならない（cosh r > | sinh r|）。
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設問 7：座標表示の波動関数の解答
ϕ = −π/4, r = tに対して e2iϕ = −i。よって

αt = i
cosh t− i sinh t
cosh t+ i sinh t

= tanh(2t) + i sech(2t).

座標表示では p̂ = −ih̄∂q。設問 6から
−ih̄∂qψ(q, t) = αtqψ(q, t) =⇒ ψ(q, t) = C(t) exp

(

iαt

2h̄
q2
)

.

したがって原題で「規格化定数は計算しなくてもよい」とされている形は
ψ(q, t) = C(t) exp

[

−sech(2t)
2h̄

q2 +
i tanh(2t)

2h̄
q2
]

.

参考として |C(t)| = (πh̄ cosh 2t)−1/4と取れる。時間依存の全体位相はここで固定していない。
設問 8：波動関数と古典作用の比較の解答
長時間 t≫ 1では

tanh(2t) → 1, sech(2t) → 0,

ゆえに位相は exp
[

iq2/(2h̄)
]に近づく。これは設問 2の古典的な作用の主要項 S(q) ∼ q2/2に対

応し、WKB形 eiS(q)/h̄と整合する。一方、確率密度は
|ψ(q, t)|2 = |C(t)|2 exp

[

−sech(2t)
h̄

q2
]

, (∆q)2 =
h̄

2
cosh(2t) .

従って波束は q方向に指数関数的に広がり、位相勾配 pphase = ∂qS(q) ≃ qに沿う相関が強まる。
検討ポイント：「スクイーズ」は必ずしも座標 qが局在化することを意味しない。位相空間では、
古典的不安定方向 p ≃ qに伸び、これと直交する組合せが狭くなる。一般のエネルギーをもつ個
別の古典軌道の対数補正まで、この単一 Gaussian波束の位相が再現するという主張ではない。
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2 2023年度　第 1問：2次元調和振動子と角運動量
設定：質量m、角振動数 ω > 0の 2次元等方調和振動子

Ĥ =

2
∑

k=1

(

P̂ 2
k

2m
+

1

2
mω2X̂2

k

)

, [X̂k, P̂ℓ] = ih̄δkℓ.

設問 1：生成・消滅演算子の交換関係の解答
原題の定義

âk =
mωX̂k + iP̂k√

2h̄mω
, â

†
ℓ =

mωX̂ℓ − iP̂ℓ√
2h̄mω

から
[âk, â

†
ℓ] =

−imω[X̂k, P̂ℓ] + imω[P̂k, X̂ℓ]

2h̄mω
= δkℓ .

その他 [âk, âℓ] = [â†k, â
†
ℓ] = 0である。

設問 2：Hamiltonianとその交換子の解答
逆変換

X̂k =

√

h̄

2mω
(âk + â

†
k), P̂k = −i

√

h̄mω

2
(âk − â

†
k)

から、[ak, a
†
k] = 1を用いて

Ĥ = h̄ω

2
∑

k=1

(

â
†
kâk +

1

2

)

= h̄ω(N̂1 + N̂2 + 1).

従って
[Ĥ, âk] = −h̄ωâk, [Ĥ, â†k] = h̄ωâ

†
k.

設問 3：基底状態のエネルギーの解答
真空は a1 |0⟩ = a2 |0⟩ = 0。従って N1 |0⟩ = N2 |0⟩ = 0であり

Ĥ |0⟩ = h̄ω |0⟩ , E0 = h̄ω.

設問 4：励起状態と縮退度の解答
n = n1 + n2個の量子を生成する状態は

|n1, n2⟩ =
(â†1)

n1(â†2)
n2

√
n1!n2!

|0⟩ , n1 + n2 = n,

であり、全てエネルギー
En = h̄ω(n+ 1)
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をもつ。非負整数組 (n1, n2)は n+ 1通りあるので
gn = n+ 1 .

この縮退は ωが x, yの両方向で等しいことによる。
設問 5：角運動量の生成・消滅演算子表示の解答
L̂ = X̂1P̂2 − X̂2P̂1に逆変換を代入し、異なるモード間の交換子が零であることを使うと

L̂ = ih̄(â†2â1 − â
†
1â2).

これに Ĥ = h̄ω(N1 +N2 + 1)を用いれば
[Ĥ, â†2â1] = 0 = [Ĥ, â†1â2] ⇒ [Ĥ, L̂] = 0 .

よってエネルギーと角運動量の同時固有状態を選べる。
設問 6：角運動量を対角化する円偏光型生成演算子の解答
基本交換子は

[L̂, â†1] = ih̄â†2, [L̂, â†2] = −ih̄â†1.

原題の形式 A
†
+ = βa

†
1 + γa

†
2, A

†
− = βa

†
1 − γa

†
2に対し、例えば

β =
1√
2
, γ =

i√
2
, Â

†
± =

â
†
1 ± iâ†2√

2

と選べる。上の交換子から
[L̂, Â†

±] = c±Â
†
±, c+ = +h̄, c− = −h̄,

となり、c+ > c−を満たす。位相を変えた等価な規格化も可能である。
設問 7：生成後のエネルギーと角運動量の解答
|α⟩が Ĥ |α⟩ = Eα |α⟩, L̂ |α⟩ = Lα |α⟩を満たすとする。設問 2と 6より

[Ĥ, Â†
±] = h̄ωÂ

†
±, [L̂, Â†

±] = ±h̄Â†
±.

ゆえに
Ĥ(Â†

± |α⟩) = (Eα + h̄ω)Â†
± |α⟩ ,

L̂(Â†
± |α⟩) = (Lα ± h̄)Â†

± |α⟩ .

従って
Â

†
± |α⟩ : (E,L) = (Eα + h̄ω, Lα ± h̄).

生成されたベクトルが零でない場合に固有状態となる。通常の Fock空間では生成演算子の作用
は非零である。
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2022年度第 1問　不確定性関係と最小不確定状態
原題の波動関数は

ψ(x) =

(
1

πa2

)1/4

exp
(
− x2

2a2

)
, a > 0. (1)

実数かつ偶関数であり、|ψ|2 = (
√
πa)−1 exp(−x2/a2)。

設問 1：Gaussian状態の標準偏差の解答
(i)位置の期待値と分散 対称性より ⟨x⟩ = 0。問題で与えられた Gaussian積分公式に α = 1/a2

を代入して
〈
x2
〉
=

1√
πa

∫ ∞

−∞

x2e−x2/a2dx =
a2

2
.

よって
∆x =

√
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 = a√

2
. (2)

(ii)運動量の期待値と分散
dψ
dx

= − x

a2
ψ,

d2ψ
dx2

=

(
x2

a4
− 1

a2

)
ψ.

p̂ = −ih̄d/dxなので ⟨p⟩ = 0、また
〈
p2
〉
=

∫
ψ∗

(
−h̄2 d2

dx2

)
ψ dx = h̄

2

(
1

a2
−
〈
x2
〉

a4

)
=

h̄
2

2a2
.

したがって
∆p =

h̄√
2 a

, ∆x∆p =
h̄

2
. (3)

物理的解釈 aを小さくすると位置分布は狭くなり、運動量分布は広がる。積は aに依存せず
h̄/2に固定される。この実 Gaussianは不確定性関係を飽和する。
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設問 2：〈Ô†
Ô

〉
≥ 0の証明の解答

任意の規格化状態 |ψ⟩と、Ô|ψ⟩が存在する任意の演算子 Ôについて、
〈
Ô†Ô

〉
= ⟨ψ|Ô†Ô|ψ⟩ = ⟨Ôψ|Ôψ⟩ = ∥Ôψ∥2 ≥ 0.

〈
Ô†Ô

〉
≥ 0. (4)

ここで不等号は Hilbert空間のノルムの非負性だけから従う。等号が成立するための必要十分条
件は Ô|ψ⟩ = 0である。
設問 3：Heisenbergの不確定性関係の導出の解答
X = x̂ − ⟨x⟩, P = p̂ − ⟨p⟩とおく。どちらも Hermite演算子であり [X,P ] = [x̂, p̂] = ih̄を満たす。
原題の

Ô = tX − iP, t ∈ R

に対して
Ô† = tX + iP,

Ô†Ô = (tX + iP )(tX − iP )

= t2X2 + P 2 − it[X,P ]

= t2X2 + P 2 + th̄.

よって設問 2から、任意の実数 tに対し
Q(t) := (∆x)2t2 + h̄t+ (∆p)2 ≥ 0. (5)

∆x > 0のもとで平方完成すると
Q(t) = (∆x)2

(
t+

h̄

2(∆x)2

)2

+ (∆p)2 − h̄
2

4(∆x)2
.

右辺の最小値も非負でなければならないため
∆x∆p ≥ h̄

2
. (6)

なお、判別式 h̄
2 − 4(∆x)2(∆p)2 ≤ 0としても同じ結論を得る。

符号の確認
Ô = tX − iP であるから、交換子項の符号は +th̄ となる。符号を間違えても最終的不等式だ
けは変わらないため、途中の演算子積を確認することが重要。
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設問 4：零固有値を持つ条件と等号成立の解答
零固有値に対応する波動関数 ψ(x)は、正規化が可能で、かつ

[
t(x− x0)− i(p̂− p0)

]
ψ = 0, x0 = ⟨x⟩ , p0 = ⟨p⟩

を満たす。ただし p̂ = −ih̄d/dxなので
[
t(x− x0)− h̄

d
dx

+ ip0
]
ψ(x) = 0, すなわち ψ′

ψ
=
t(x− x0)

h̄
+

ip0
h̄
.

積分すると
ψ(x) = C exp

[
t(x− x0)

2

2h̄
+

ip0(x− x0)

h̄

]
. (7)

R上で二乗可積分となるのは t < 0 のとき、かつそのときに限る。t = 0では平面波、t > 0で
は指数的増大となり、規格化できない。つまり

0が Ôの（L2）固有値 ⇐⇒ t < 0. (8)

この波動関数では Ôψ = 0であるから 〈
O†O

〉
= 0。設問 3の式で Q(t) = 0を満たし、同時に

Q(s) ≥ 0が任意の s ∈ Rで成立するので、その tは二次式の最小点である。
t = − h̄

2(∆x)2
, (∆p)2 =

h̄
2

4(∆x)2
.

したがって ∆x∆p = h̄/2。単に形式的な微分方程式の解を得るだけではなく、二乗可積分性を
確認するのが要点である。
設問 5：規格化された最小不確定状態の解答
ψの絶対値を二乗して積分すると

1 = |C|2
∫ ∞

−∞

exp
[
t

h̄
(x− x0)

2

]
dx = |C|2

√
πh̄

−t , t < 0.

定数位相を零に選べば
ψx0,p0,t(x) =

(−t
πh̄

)1/4
exp
[
t

2h̄
(x− x0)

2 +
ip0
h̄

(x− x0)

]
, t < 0. (9)

⟨x⟩ = x0, ⟨p⟩ = p0が成立し、∆x2 = −h̄/(2t)、∆p2 = −h̄t/2。

5



東大理物・量子力学詳解第 3巻 2022年度第 1問

付録 A：独立検算と別解
A.1　波動関数を運動量表示に変換する

Fourier変換の規約を
ψ̃(p) =

1√
2πh̄

∫ ∞

−∞

e−ipx/h̄ψ(x) dx

とする。設問 1の Gaussianの場合、完成平方を用いると
ψ̃(p) =

(
a2

πh̄
2

)1/4

exp
(
−a

2p2

2h̄2

)
.

従って運動量分布の分散は h̄
2/(2a2)であり、位置表示による計算と一致する。

A.2　一般の最小不確定状態を aで書く
t = −h̄/a2と書けば式(9)は

ψx0,p0,a(x) = (πa2)−1/4 exp
[
−(x− x0)

2

2a2
+

ip0(x− x0)

h̄

]
, a > 0.

原題の設問 1は x0 = p0 = 0とした特別な場合である。
A.3　演算子の期待値に関する検算
この Gaussianについて直接微分すると

(p̂− p0)ψ = ih̄
x− x0

a2
ψ,

[
− h̄

a2
(x̂− x0)− i(p̂− p0)

]
ψ = 0.

従って設問 4で導入した演算子の零固有状態になっている。
A.4　等号が意味すること

∆x∆p = h̄/2は位置と運動量の両方の分散が零であることを意味しない。一方の分散を小さ
くすると他方は増大し、その積だけが下限を達成する。aは任意に選べる。
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付録 B：解答の採点チェックリスト
1. 設問 1： |ψ|2 と ψ を取り違えず、〈x2〉 = a2/2を求める。運動量分散は −h̄2ψ′′ を用いて導
出する。

2. 設問 2：正値性は ∥Oψ∥2 ≥ 0。O自身が Hermiteである必要はない。
3. 設問 3： O†O = t2X2 + P 2 + th̄を正しく展開し、tの任意性から不等式を得る。
4. 設問 4： t < 0の理由に二乗可積分性を挙げる。t ≥ 0を単に「不適」と書くだけでは理由が
不足する。

5. 設問 5：定数の絶対値を積分で定め、⟨x⟩ = x0, ⟨p⟩ = p0を確認する。

学習上の接続
この問題の演算子 Oは、調和振動子の消滅演算子に比例する形をしている。実際、t = −h̄/a2
とおけば、位置・運動量の線形結合が Gaussian真空を消す。量子調和振動子、コヒーレント状
態、スクイーズド状態の理解につながる。
重要公式まとめ

∆x∆p ≥ h̄

2
, t = − h̄

2(∆x)2
< 0 , ∆x2 = − h̄

2t
, ∆p2 = − h̄t

2
.

原題との関係：本書が扱うのは 2022年度専門科目第 1問のみ。問題本文は原本の画像を収録し、解答部分は独立に執筆。教員による確認済みの公式解答ではない。
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3 重要公式・検算チェックリスト
3.1 2026年度：周期ポテンシャル
1. [p, x] = −ih̄より TxT−1 = x− aが正しい符号か。
2. Bloch条件は Tψ = e−ikψ、すなわち ψ(y + 1) = eikψ(y)と整合するか。
3. デルタポテンシャルでは波動関数は連続、微分は +vϕ(0)だけ跳ぶ。
4. 転送行列は detM = 1で trM = 2 cos k。
5. ギャップの最低次数は ∆E = 2V0/a（V0はエネルギー ×長さの次元）。

3.2 2025年度：時間依存摂動
1. [x,H0] = ih̄p/mの符号を確認する。
2. 和則は完全性を用いる。a ̸= 0なら非対角行列要素が消える。
3. 一次と二次の共鳴周波数 Ωa0と Ωa0/2を混同しない。
4. 中間状態 1個の近似には完全和の和則をそのまま適用できない。
5. 二次摂動式の分母が 0に近い場合は、与えられた摂動公式自体の適用可能性を確認する。

独立数値検算の例
2026 年度の分散関係で v = 0.05, k = π, α0 = π を代入すると、α0 以外の解は数値的に
δ = 0.01583534 . . .。一次近似 v/α0 = 0.01591549 . . .と整合する。対応するエネルギーの無次元
差は α2

+ − α2
− = 0.09974715 . . .、一次予測は 2v = 0.10である。

2025 年度の完全和の検算では、h̄ = m = 1、H0 = (p2 + x2)/2 + 0.06x4 の調和振動子基
底を 45 状態で打ち切り、a = 2 の二光子遷移を計算した。Sp = −14.91027576141427 . . . と
Ω2Sx = −14.91027576141425 . . .が数値丸めの範囲で一致した。これは恒等式の独立数値確認で
あり、一般の証明は設問 5に記載した和則である。
資料の位置づけ
原題：東京大学大学院理学系研究科物理学専攻・2026年度（令和 8年度）および 2025年度

（令和 7年度）入学試験「専門科目」第 1問。原題ページは提供された PDFから直接引用した画
像である。
解答：独立作成の非公式解説。理論上の適用範囲、問題の近似の制約、物理的解釈を明示し
た。
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3 重要公式・比較・検算
2024年度：逆調和振動子 2023年度：等方調和振動子

Hamiltonian H = (p2 − q2)/2 H = (p21 + p22)/(2m) + mω2(q21 +

q22)/2

古典的性質 p+ q ∝ et, p− q ∝ e−t 有界な周期運動
量子状態 スクイーズド真空 |n1, n2⟩、円偏光型生成演算子
固有値構造 正の調和振動子の離散的エネルギ

ー準位とは異なる
En = h̄ω(n+ 1), gn = n+ 1

主な道具 Bogoliubov変換、Gaussian波動関
数

交換子、生成消滅演算子、角運動
量

3.1 2024年度の検算
初期 t = 0では α0 = iであり、ψ(q, 0) ∝ exp

(

−q2/2h̄
)が元の真空波動関数と一致する。また

Imαt = sech 2t > 0, Reαt = tanh 2t,

なので波動関数は任意の有限 tで二乗可積分である。例として t = 0.7なら
tanh(1.4) ≃ 0.88535, sech(1.4) ≃ 0.46492, (∆q)2/h̄ =

cosh 1.4
2

≃ 1.07545.

q̂(t) と p̂(t) の Heisenberg 方程式からも q(t) = q(0) cosh t + p(0) sinh t。真空の初期分散 ⟨q2⟩ =

⟨p2⟩ = h̄/2, ⟨qp+ pq⟩ = 0を用いると ⟨q(t)2⟩ = (h̄/2) cosh 2tとなり、設問 7の結果を独立に再現
する。
3.2 2023年度の検算
真空 |0⟩に対して

Â
†
+ |0⟩ = |1, 0⟩+ i |0, 1⟩√

2
, Â

†
− |0⟩ = |1, 0⟩ − i |0, 1⟩√

2
.

両者のエネルギーは 2h̄ω、角運動量はそれぞれ +h̄、−h̄。この n = 1 の 2つの状態で縮退度
g1 = 2が再現される。さらに n = 2では角運動量 −2h̄, 0,+2h̄の 3状態が得られ g2 = 3と一致す
る。原題の出典：東京大学大学院理学系研究科物理学専攻 2024年度／ 2023年度修士課程入学
試験「専門科目」第 1問。問題ページは提供された PDFから直接転載。
非公式解答：本巻の計算・証明は独立作成。採点基準、大学公表の模範解答との照合は行って
いない。
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1 2020 年度第 1 問：二準位系の測定と Bell 型相関
上掲の原題：R2phys.pdf の PDF 第 4・5 ページ。
1.1 準備：射影測定の確率と特異な二体系
基底を |↑⟩ = (1, 0)T，|↓⟩ = (0, 1)T とし，σ(θ) = cos θ σz + sin θ σx を定義する。σ(θ)2 = I なので固有値は ±1。二値測定の射影演算子は

Ps(θ) =
I + sσ(θ)

2
, s = ±1.

ρ のもとで p(s) = tr(ρPs)，⟨s⟩ = tr(ρσ(θ)) となる。
1.2 設問 1：σz を |↑⟩ で測定
σz |↑⟩ = |↑⟩ より測定値は sz = +1 のみで，

p(+1) = 1, p(−1) = 0, ⟨sz⟩ = 1.

1.3 設問 2：σx を |↑⟩ で測定
|↑⟩ =

(

|+x⟩ + |−x⟩
)

/
√
2，|±x⟩ = (|↑⟩ ± |↓⟩)/

√
2。したがって sx = ±1 はそれぞれ確率 1/2 で現れ，⟨sx⟩ = 0。

1.4 設問 3：σ(θ) を |↑⟩ で測定
固有値は sθ = ±1，期待値は

⟨sθ⟩ = ⟨↑|σ(θ) |↑⟩ = cos θ.

射影確率も求めると p(sθ) =
1
2(1 + sθ cos θ)。

1.5 二粒子系の共通準備
反対称状態を

∣

∣Ψ−
〉

=
|↑↓⟩ − |↓↑⟩√

2

と書く。密度行列は，σy =
(

0 −i
i 0

) を用いて
ρ− =

∣

∣Ψ−
〉 〈

Ψ−
∣

∣ =
1

4
(I ⊗ I − σx ⊗ σx − σy ⊗ σy − σz ⊗ σz) .

従って任意の単位ベクトル a, b について
〈

(a · σA)(b · σB)
〉

= −a · b. (A)

さらに片側の平均は 0 であるから，二値測定の同時確率は
Pr(s, t | θ, φ) = 1

4
[1− stcos(θ − φ)] , s, t = ±1. (B)

4
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1.6 設問 4：σA
z と σB

z

可能な組は (+1,−1), (−1,+1) で，それぞれ確率 1/2。和が一致する組は確率 0。
〈

sAz s
B
z

〉

= −1.

1.7 設問 5：σA
x と σB

x

σx 基底でも反対称状態は同形になるため，可能な組は (+1,−1), (−1,+1) のみ（各 1/2）。
〈

sAx s
B
x

〉

= −1.

1.8 設問 6：両側で同一方向 θ を測定
式 (B) に φ = θ を代入すると Pr(s, t) = 1

4(1− st)。st = +1 の確率は 0，st = −1 は各組 1/2 で
ある。したがって sAθ = −sBθ = ±1 が各試行で成立する。

1.9 設問 7：異なる方向 θ, φ

計測結果は (+,+), (+,−), (−,+), (−,−) の 4 通り。式 (B) から同符号の各確率は (1− cos(θ −
φ))/4，異符号の各確率は (1 + cos(θ − φ))/4。よって

〈

sAθ s
B
φ

〉

= −cos(θ − φ).

1.10 設問 8：3 方向を両側で等確率に選ぶ
θj = 2πj/3，φk = 2πk/3，j, k = 0, 1, 2をそれぞれ独立に 1/3で選ぶ。取り得る組は (s, t) ∈ {±1}2であり，その無条件確率は

Pr(s, t) = 1

9

2
∑

j,k=0

1− stcos(θj − φk)

4
=

1

4
.

ここで ∑2
j=0 e

iθj = 0 を使った。したがって
〈

sAsB
〉

QM = −1

9

∑

j,k

cos(θj − φk) = 0.

各方向を独立に選ぶことが不可欠で，同じ方向を必ず選べば結果は −1 に戻る。
1.11 設問 9：測定値が事前決定されるという仮説
事前に決まっている Alice 側の 3 値を a0, a1, a2 ∈ {±1} とすると，反対向きの完全反相関の仮説から Bob 側は bj = −aj。測定方向を独立に選ぶため

〈

sAsB
〉

det =
1

9

∑

j,k

ajbk = −1

9
(a0 + a1 + a2)

2 . (C)

5
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(i) (a0, a1, a2) = (+1,+1,+1)のとき −1 。(ii) (a0, a1, a2) = (+1,+1,−1)のとき −1/9 。(iii)三
つの ±1 の和は奇整数なので ±1 または ±3。従って

〈

sAsB
〉

det ∈ {−1,−1/9} < 0.

量子力学の設問 8 の予測 0 との差は，毎試行で 3 方向すべての測定値が決まっているという仮定と，方向選択の独立性による。量子力学的な「同一方向の反相関」だけから (C) を推論してはいけない。
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2 2019 年度第 1 問：調和振動子と x4 摂動
上掲の原題：H31phys.pdf の PDF 第 4 ページ。
2.1 設問 1：交換関係とハミルトニアンの標準形
原題の定義

a =

√

mω

2h̄

(

x+
ip

mω

)

, a† =

√

mω

2h̄

(

x− ip

mω

)

および [x, p] = ih̄ から
[a, a†] = 1, [N, a] = −a, [N, a†] = a†.

逆変換 x = c(a+ a†)，p = i
√

mh̄ω/2(a† − a)，c = √

h̄/(2mω) を代入すると
H0 = h̄ω

(

N + 1
2

)

, α = 1, β = 1
2 .

2.2 設問 2：N の固有値
N = a†a だから ⟨ψ|N |ψ⟩ = ∥a |ψ⟩ ∥2 ≥ 0。もし N |ψ⟩ = n |ψ⟩ で n > 0 なら a |ψ⟩ は固有値 n− 1の固有ベクトルである。[N, a] = −a を繰り返し，負の固有値に至ることができないため（離散スペクトルと非縮退は問題文の仮定），最小固有値は 0で n = 0, 1, 2, . . .。正規化された各状態は

|n⟩ = (a†)n√
n!

|0⟩ .

2.3 設問 3：エネルギーと状態
直ちに

E(0)
n = h̄ω(n+ 1

2), |n⟩ = (a†)n√
n!

|0⟩ .

2.4 設問 4(i)：一般の非縮退摂動公式
H = H0 + V に対し，V を形式的に小さい量とする。状態とエネルギーを次数ごとに展開して
(H0 + V ) |ψn⟩ = En |ψn⟩ の同じ次数を比較する。規格化を ⟨n|ψn⟩ = 1 +O(V 2) とすると

E(1)
n = Vnn, E(2)

n =
∑

k ̸=n

|Vkn|2

E
(0)
n − E

(0)
k

.

ここで Vkn = ⟨k|V |n⟩。固有値が縮退する場合には縮退摂動論が必要であり，この公式はそのまま使えない。
2.5 設問 4(ii)：V = λx4 の基底状態
c =

√

h̄/(2mω) とすれば V = λc4(a+ a†)4。計算の核心は
(a+ a†)2 |0⟩ = |0⟩+

√
2 |2⟩ ,

8
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(a+ a†)4 |0⟩ = 3 |0⟩+ 6
√
2 |2⟩+ 2

√
6 |4⟩ .

したがって非零な Vk0 は
V00 = 3λc4, V20 = 6

√
2λc4, V40 = 2

√
6λc4.

第一摂動は E
(1)
0 = 3λc4，第二摂動は

E
(2)
0 = −72λ2c8

2h̄ω
− 24λ2c8

4h̄ω
= −42λ2c8

h̄ω
.

従って求める二次までの答えは
E0 =

h̄ω

2
+

3λh̄2

4m2ω2
− 21λ2h̄3

8m4ω5
+O(λ3).

2.6 設問 5：x4 が支配する高励起極限
高エネルギーでは古典的な転回点 x∗ ∼ (E/λ)1/4，運動量 p∗ ∼ (2mE)1/2 となる。Bohr–
Sommerfeld 量子化（この設問が仮定する準古典近似）で

∮

pdx ∝ E3/4 ∼ nh̄,

従って
En ∝ n4/3 (n→ ∞, λ > 0 固定).

より正確には四次ポテンシャルの量子化条件は
2

∫ x∗

−x∗

√

2m(E − λx4)dx = 2πh̄(n+ 1
2),

ここから先頭係数も導ける。n の指数が 4/3 であることが設問の主眼である。

検算・取り扱い上の注意
1. 2020年度：Pr(s, t|θ, φ)はすべて非負で 4組を合計すると 1。θ = φでは反相関が確率 1。
2. 2020 年度：3 方向の独立ランダム選択で量子相関は 0，あらかじめ 3 値を割り当てた決定論的仮説では −1,−1/9 のいずれか。
3. 2019 年度：λx4 は偶関数なので ⟨k|V |0⟩ は奇数 k に対して 0。二次補正の負符号も一般摂動論と一致。
4. 2019 年度：大きな n の漸近指数は，E ∼ p2/(2m) + λx4 の次元解析から 4/3。

出典と注記：問題画像はユーザー提供の東京大学大学院物理学専攻修士課程入学試験問題から抜粋。解答・図式化・補足説明は独立に作成した非公式解説であり，大学公表の解答ではない。
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1 2018 年度第 1 問：二準位系の断熱時間発展
上掲の原題：H30phys.pdf の PDF 第 2・3 ページ。
1.1 設問 1：|2⟩ での平均と分散
H =

(
E1 V
V E2

) と |2⟩ = (0, 1)T を使うと，
(H − E2I) |2⟩ = V |1⟩ , (H − E2I)

2 |2⟩ = V (E1 − E2) |1⟩+ V 2 |2⟩ .

ゆえに ⟨H − E2I⟩|2⟩ = 0,
〈
(H − E2I)

2
〉
|2⟩

= V 2 。

1.2 設問 2：固有値と固有ベクトル比
行列式 det(H − EI) = (E1 − E)(E2 − E)− V 2 をゼロとすると

E± =
E1 + E2

2
± 1

2

√
(E1 − E2)2 + 4V 2.

|ψ±⟩ = c1,± |1⟩+ c2,± |2⟩ とおけば，V c1,± + (E2 − E±)c2,± = 0 から
c2,±

c1,±
=
E± − E1

V
=
E2 − E1 ±

√
(E1 − E2)2 + 4V 2

2V
.

これは V > 0 の場合であり，固有ベクトル全体に共通の位相は任意である。
1.3 設問 3：異なる固有状態の直交性
Hermite 行列 H について H |ψ⟩+ = E+ |ψ⟩+，H |ψ⟩− = E− |ψ⟩−。よって

(E+ − E−) ⟨ψ−|ψ+⟩ = ⟨ψ−|H |ψ+⟩ − ⟨Hψ−|ψ+⟩ = 0.

V > 0 では E+ ̸= E− なので ⟨ψ−|ψ+⟩ = 0 。

1.4 設問 4：パラメータ依存ギャップ
E1 = E2 − ελ に代えると

∆(λ) := E+ − E− =
√
ε2λ2 + 4V 2 ≥ 2V.

交差しかける λ = 0 でもギャップが 2V 残る（回避交差）。
1.5 設問 5(i)：瞬間固有基底の運動方程式
問題の約束に従って

∣∣∣ψλ
+

〉
= cos θ(λ) |1⟩+ sin θ(λ) |2⟩ ,

∣∣∣ψλ
−

〉
= − sin θ(λ) |1⟩+ cos θ(λ) |2⟩

4
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と選ぶ（連続な位相の選択）。cos 2θ = −ελ/∆，sin 2θ = 2V /∆ なので
dθ
dλ =

εV

ε2λ2 + 4V 2
.

λ = t/T，|ψ⟩ = c+ |ψ+⟩+ c− |ψ−⟩ とし，∂t |ψ+⟩ = θ̇ |ψ−⟩，∂t |ψ−⟩ = −θ̇ |ψ+⟩ を Schrödinger 方程式へ代入する。各基底への射影から
ih̄ċ+ = E+c+ + ih̄θ̇ c−,

ih̄ċ− = E−c− − ih̄θ̇ c+.

ここで E± = E±(t/T ) である。
1.6 設問 5(ii)：動力学的位相の除去
設問の定義 c̃± = c± exp[ ih̄

∫ t

−T
E±(t

′/T )dt′] を使い，Φ(t) = h̄−1 ∫ t

−T
∆(t′/T )dt′ とおくと

˙̃c+ = θ̇ eiΦ(t)c̃−, ˙̃c− = −θ̇ e−iΦ(t)c̃+.

θ̇ = T−1dθ/dλ であり，e±iΦ がエネルギー差による急速な振動を担う。
1.7 設問 6：断熱極限
初期時刻で c̃+(−T ) = 1, c̃−(−T ) = 0 とすると，非断熱成分の第一近似は

c̃−(t) ≃ −
∫ t

−T

θ̇(t′)e−iΦ(t′) dt′.

θ̇ = εV /[T (ε2λ2 + 4V 2)] の最大値は ε/(4TV )。位相の角周波数は Φ̇ = ∆/h̄ ≥ 2V /h̄ であり，非断熱結合と位相振動の比は
max

t

h̄|θ̇|
∆

≤ h̄ε

8TV 2
.

従って問題の条件 TV 2/ε≫ h̄ はこの比を十分小さくし，振動積分の相殺によって
|c̃−| ≪ 1, |c̃+| ≃ 1 (−T ≤ t ≤ T )

となる。ただしこの論証は固有値のギャップと θ の滑らかさを用いる近似評価であって，非断熱遷移が数学的に厳密にゼロであるとは主張しない。
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2 2017 年度第 1 問：相互作用する 2 粒子の調和振動子
上掲の原題：H29phys.pdf の PDF 第 2 ページ。
2.1 設問 1：重心座標と相対座標への分離
原題の x = (x1 + x2)/2, y = x1 − x2 を用いると

x1 = x+ y
2 , x2 = x− y

2 , ∂x1
= 1

2∂x + ∂y, ∂x2
= 1

2∂x − ∂y.

従って ∂2x1
+ ∂2x2

= 1
2∂

2
x + 2∂2y，x21 + x22 = 2x2 + y2/2。よって
H =

[
− h̄2

4m
∂2x +mω2x2

]

︸ ︷︷ ︸
K

+

[
− h̄

2

m
∂2y +

mω2(1 + α)

4
y2

]

︸ ︷︷ ︸
V

.

重心の質量は M = 2m，相対運動の換算質量は µ = m/2 であり，周波数はそれぞれ ω, Ω =
ω
√
1 + α。

2.2 設問 2：安定性
相対座標の二次ポテンシャルが下に有界となる条件は 1 + α > 0。α < −1 なら逆調和振動子になり基底状態が存在しない。α = −1 は自由粒子となり，正規化可能な束縛基底状態が存在しない。従って

α0 = −1, 束縛基底状態が存在するのはα > −1.

2.3 設問 3：基底状態のエネルギーと規格化波動関数
独立な二つの調和振動子の零点エネルギーを足して

E0 =
h̄ω

2

[
1 +

√
1 + α

]
.

γx =Mω/h̄ = 2mω/h̄，γy = µΩ/h̄ = mω
√
1 + α/(2h̄) と置くと

Ψ0(x, y) =
(γxγy
π2

)1/4
exp

(
−γxx

2 + γyy
2

2

)
.

dx1dx2 = dxdy（Jacobian の絶対値は 1）なので，積 Gaussian の規格化はそのまま 2 粒子波動関数の規格化となる。
2.4 設問 4：相対座標 Fourier 変換
初期 t = 0 で α = 0。従って γ = mω/(2h̄) とすれば γy = γ，γx = 4γ。重心因子 g(x) =
(γx/π)

1/4 exp(−γxx2/2)，相対因子 h(y) = (γ/π)1/4 exp(−γy2/2) と書く。問題の逆 Fourier 規約 Ψ(x, y, 0) =
∫ dk

2π f(x, k)e
iky では

f(x, k) =

∫ ∞

−∞
Ψ(x, y, 0)e−iky dy = g(x)

(γ
π

)1/4
√

2π

γ
e−k2/(2γ).

従って
f(x, k) =

(γx
π

)1/4
e−γxx

2/2
(γ
π

)1/4
√

2π

γ
e−k2/(2γ).
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2.5 設問 5：t > 0 の自由相対運動
切替後は α = −1 なので，相対運動は質量 µ = m/2 の自由粒子である。k モードの運動エネルギーは h̄2k2/(2µ) = h̄2k2/m。重心の基底状態は零点エネルギー h̄ω/2 による位相のみを得る。従って問題文の Fourier 表示を使う直接の解は

Ψ(x, y, t) = e−iωt/2

∫ ∞

−∞

dk
2π

f(x, k)eiky−ih̄k2t/m.

Gaussian 積分を評価すると，同値な閉形式

Ψ(x, y, t) = g(x)e−iωt/2
(γ
π

)1/4 exp
[
− γy2

2(1+iωt)

]

√
1 + iωt

.

これは t = 0 に元の Gaussian へ戻る。実際 h̄γ/µ = ω。相対座標の確率密度は
|h(y, t)|2 =

√
γ

π

1√
1 + ω2t2

exp
[
− γy2

1 + ω2t2

]
,

分散は ∆y(t)2 = (1 + ω2t2)/(2γ) と増加する。なお粒子は「互いに区別できる」と問題に明記
されているので，対称化・反対称化は要求されない。

検算と学習上の要点
1. 2018 年度：V → 0 では二準位は非混合，λ = 0 のギャップは厳密に 2V。c̃ の結合項の係数は無次元の h̄θ̇/∆ で比較する。
2. 2017 年度：分離後の相対座標は換算質量 m/2。誤って質量 m とすると，自由進化位相が 2 倍ずれる。
3. 2017 年度：t = 0 への帰着，x, y の積分測度，Fourier 変換の 2π 因子を独立に確認すること。

出典と注記：問題画像はユーザー提供の東京大学大学院物理学専攻修士課程入学試験問題から抜粋。解答・補足説明は独立に作成した非公式解説であり，大学公表の解答ではない。
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1 2016 年度　第 1 問：磁束中の電子とゼロエネルギー状態
原題：H28phys.pdf の PDF 第 2–3 ページ。原題の電荷表記は電子の電荷 −e < 0、従って
e > 0 とする。
1.1 記号と前提
与えられた演算子と磁場は

pj = −ih̄∂j + eAj , Bz = ∂xAy − ∂yAx, D = pxσx + pyσy, H =
D2

2m
.

原題で Bz = b > 0 は半径 R の円盤内に限られる。非零エネルギーについて σz 固有状態の対を構成し、零モード数を調べる。
1.2 設問 1：交換関係
Pauli 行列の積 σxσy = iσz、σyσx = −iσz から

[Sx, Sy] =
h̄2

4
[σx, σy] =

ih̄2
2
σz = ih̄Sz .

また σzD = −Dσz（次項）なので [

D2, σz
]

= 0、従って
[H,Sz] = 0 .

すなわち H と σz を同時対角化できる。
1.3 設問 2：D の反交換性と H = D

2/(2m)

σzσx = −σxσz、σzσy = −σyσz であるから
Dσz = −σzD .

運動量の交換子は
[px, py] = −ih̄e(∂xAy − ∂yAx) = −ih̄eBz.

これを用い、σ2x = σ2y = I2 を代入すれば
D2 = p2x + p2y + pxpyσxσy + pypxσyσx

= p2x + p2y + i [px, py]σz = p2x + p2y + h̄eBzσz.

従って、原題 (3) の Pauli ハミルトニアンと一致して H = D2/(2m) 。

1.4 設問 3：ノルム恒等式
束縛固有状態 H |Ψn⟩ = En |Ψn⟩ に対し |Φn⟩ = D |Ψn⟩。D = D† と D2 = 2mH より

⟨Φn|Φn⟩ = ⟨Ψn|D2|Ψn⟩ = 2mEn⟨Ψn|Ψn⟩ .

4
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1.5 設問 4：非零準位の正性とスピン反転対
⟨Ψ|H|Ψ⟩ = ∥DΨ∥2 /(2m) ≥ 0。En ̸= 0なら En > 0であり、前項より |Φn⟩ ̸= 0。また HD = DHであるから

H |Φn⟩ = HD |Ψn⟩ = En |Φn⟩ .
σz |Ψn⟩ = + |Ψn⟩ なら、反交換関係により

σz |Φn⟩ = −Dσz |Ψn⟩ = − |Φn⟩ .

従って、E > 0 のスピン上向き状態は D によって同じ E の下向き状態と対応する。逆方向も同じ議論が成立するため、D/
√
2mE は両スピン部分空間の逆写像を与える。

1.6 設問 5：ゼロモードと正則関数
E = 0 なら前述のノルム恒等式から

DΨ = 0 .

原題 (11) のゲージ Ax = −∂yρ, Ay = ∂xρ を用いる。
D =

(

0 px − ipy
px + ipy 0

)

.

従って
(px + ipy)ψ↑ = 0, (px − ipy)ψ↓ = 0.

原題 (12) の ψ↑ = eeρ/h̄f↑、ψ↓ = e−eρ/h̄f↓ を代入すると、ρ に関する項が相殺し
(∂x + i∂y)f↑ = 0 , (∂x − i∂y)f↓ = 0 .

w = x+ iy, w̄ = x− iy と書けば、∂w̄ = 1
2(∂x + i∂y)、∂w = 1

2(∂x − i∂y)。よって f↑ は w の正則関数、f↓ は w̄ の正則関数である。
1.7 設問 6：束縛ゼロモードの個数
与えられた ρ は

ρ(r) =







br2/4, r < R,

bR2

2

(1

2
+ log r

R

)

, r ≥ R.

r = R で ρ と ρ′ は連続であり、∆ρ = Bz を満たす。総磁束と無次元磁束を
Φ =

∫

R2

Bz d2
x = πbR2, η =

eΦ

2πh̄
=
ebR2

2h̄
> 0

とおく。無限遠では
eeρ/h̄ ≍ rη, e−eρ/h̄ ≍ r−η.

f↑(w) が次数 j ≥ 0 の非零多項式なら上向き波動関数は rj+η のように発散し、二乗可積分でない。従って
N↑(E = 0) = 0 .

下向きでは f↓(w̄) = w̄j とすると ψ↓ ≍ rj−η。平面上のノルムの無限遠部分は ∫∞
r2(j−η)+1drとなるので、収束条件は

2(j − η) + 1 < −1 ⇐⇒ j < η − 1 .

5
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j = 0, 1, 2, . . . についてこの条件を満たす数が求める一次独立な状態数であり、
N↓(E = 0) =max{0, ⌈η⌉ − 1}, η =

ebR2

2h̄
.

η が整数のとき j = η − 1 はノルムが ∫∞ dr/r と対数発散するため、含めてはいけない。例えば η = 2 では j = 0 の 1 個のみである。
検算 0 < η ≤ 1 では 0 個、1 < η ≤ 2 では 1 個、2 < η ≤ 3 では 2 個、という階段状の振る舞いになる。
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H = −
h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x)

2πh̄(= h) m V (x)

2πL x x+2πL

ψ(x) V (x) ψ(x+2πL) = ψ(x),

V (x+ 2πL) = V (x)

1. V (x) = 0 Hψ(x) = Eψ(x) E

x ∈ [−πL,πL]

V (x) =
h̄2v

2m
δ(x)

v

2. ψ(x) ψ′(x) = dψ
dx

x = 0

lim
ϵ→0+

(ψ′(ϵ)− ψ′(−ϵ)) = vψ(0)

3. v < 0 x = 0

x ∈ (0, 2πL) ψ(x) = eκx + Ae−κx (A κ > 0)

E = −
h̄
2κ2

2m

x = 0 A v κ

v < 0 κ

4. v > 0, E > 0 E k E = h̄
2
k
2

2m

k

v

5. k >> v v = 0 v

1
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2 2015 年度　第 1 問：円周上のデルタ関数ポテンシャル
原題：H27phys.pdfの PDF第 2ページ。円周長 2πL、V (x) = h̄2vδ(x)/(2m)。v の次元は長さの逆数。
2.1 設問 1：自由粒子と量子化
V = 0で周期境界条件 ψ(x+2πL) = ψ(x)を適用する。平面波 ψ(x) = Ceikx に対して e2πikL = 1だから

kn =
n

L
, ψn(x) =

einx/L√
2πL

, E(0)
n =

h̄2n2

2mL2
, n ∈ Z.

n = 0 の基底状態は非縮退、n ̸= 0 は n と −n が同じエネルギーを持つので二重縮退する。
2.2 設問 2：導関数の跳び条件
定常 Schrödinger 方程式を 2m/h̄2 倍し、x = 0 の近傍を積分する：

−
∫ ε

−ε

ψ′′(x)dx+ v

∫ ε

−ε

δ(x)ψ(x)dx =
2mE

h̄2

∫ ε

−ε

ψ(x)dx.

ε ↓ 0 では右辺が 0 に、デルタ関数項が vψ(0) に収束する。よって
ψ′(0+)− ψ′(0−) = vψ(0) .

リングでは 0− = 2πL− である。波動関数自身は連続である。
2.3 設問 3：v < 0 の負エネルギー束縛状態はちょうど 1 個
E = −h̄2κ2/(2m)、κ > 0 とし、0 < x < 2πL で原題どおり

ψ(x) = eκx +Ae−κx

を考える。自由部分では ψ′′ = κ2ψ であるから、与えられた負エネルギーの Schrödinger 方程式を満たす。周期的な連続性 ψ(0) = ψ(2πL) から
1 +A = e2πκL +Ae−2πκL =⇒ A = e2πκL .

従って ψ(x) ∝ cosh{κ(x− πL)} である。跳び条件を適用すると
κ(1−A)− κ(e2πκL −Ae−2πκL) = v(1 +A),

すなわち
v = −2κ tanh(πLκ) .

右辺は κ ↓ 0 で 0、κ ↑ ∞ で −∞ となり、微分 −2 tanh(πLκ)− 2πLκ sech2
(πLκ) < 0 なので単調に減少する。従って任意の v < 0 に対し κ > 0 はただ 1 つ存在する。波動関数が x = 0 で

0 なら、自由領域の両端に Dirichlet 条件を課した負エネルギー解は自明解だけなので、上記以外の負エネルギー解はない。
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2.4 設問 4：v > 0 の正エネルギー固有値
E = h̄2k2/(2m)、k > 0 とする。デルタ関数の位置を中心とした反射対称性によって、リングの中点 x = πL に関する偶関数、奇関数に分けられる。
奇関数（デルタ関数の影響を受けない）

ψn,odd(x) ∝ sin
(nx

L

)

, k =
n

L
, n = 1, 2, . . .

は ψ(0) = 0 なので、すべての v で跳び条件を満たす。
偶関数（デルタ関数で固有値が移動する）

ψeven(x) ∝ cos{k(x− πL)}.

このとき ψ′(0+) = k sin(πLk)、ψ′(0−) = −k sin(πLk) である。従って
2k sin(πLk) = v cos(πLk), 2k tan(πLk) = v .

v > 0 の解では cos(πLk) ̸= 0 なので上式に割り算してよい。奇関数の系列は自由粒子の準位を維持し、偶関数の系列だけが反発的デルタ関数で上に移動する。
2.5 設問 5：k ≫ |v| の一次のエネルギー補正
自由粒子の二重縮退準位 n ≥ 1に対し、奇関数系列は変化しない。偶関数系列では k = n/L+∆kとおき、|πL∆k| ≪ 1 を用いる。

v = 2k tan(πLk) = 2
(n

L
+∆k

)

tan(πn+ πL∆k) = 2πn∆k +O((∆k)2).

従って
∆k =

v

2πn
+O(v2) （L, n 固定、v 小の展開）.

エネルギー E = h̄2k2/(2m) の一次補正は
∆En,even =

h̄2v

2πmL
+O(v2), ∆En,odd = 0, n ≥ 1 .

これは縮退摂動論でも確認できる：偶関数 cos(nx/L)/
√
πL は x = 0 で非零なので ⟨V ⟩ =

h̄2v/(2πmL)、奇関数は ψ(0) = 0 のため 0。注意：n = 0 は自由粒子の段階で非縮退で、一次補正は h̄2v/(4πmL) となる。設問の高励起準位とは区別する。

検算と参照上の注意
1. 2016 年度：D2 の磁場項の符号は電子電荷 −e の指定を入れて +eh̄Bzσz。符号を誤るとゼロモードのスピンの向きが反転してしまう。
2. 2016 年度：η が整数であれば臨界多項式次数の状態は対数的に非正規化。単純な ⌊η⌋ とする式は整数磁束で誤り。
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3. 2015 年度：v = 0 では非零 n の縮退が二重、v ̸= 0 ではデルタ関数を避ける奇関数の系列のみが不変。
4. 2015 年度：一次摂動の量は n ≥ 1 の縮退準位と n = 0 の基底準位で係数が異なる。

出典：原題画像はユーザー提供の東京大学大学院理学系研究科・物理学専攻の修士課程入学試験問題（平成 28・27 年度）。解答・補足は独立に作成した非公式解説であり大学の公式解答ではない。
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東大理物院試量子力学｜第 7巻 2014年度

2014年度　第 1問　独立解答
水素原子の無次元化／一様磁場と Landau準位／磁気的縮退

設問 1 [解答]クーロンポテンシャルの係数を C = q2/(4πε0)とおく。s波について
− h̄

2

2m

(

d2

dr2
+

2

r

d

dr

)

ψ(r)− C

r
ψ(r) = Eψ(r).

r = r0ρ, E = −E0εを代入し、2mr20/h̄
2 倍すると

[

d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ
+

2mCr0

h̄
2

1

ρ

]

ψ =
2mr20E0

h̄
2 εψ.

したがって、出題の式 (1)にする選び方は
r0 =

4πε0h̄
2

mq2
, E0 =

h̄
2

2mr20
=

mq4

2(4πε0)2h̄
2 .

[確認・補足] r0 は Bohr半径に対応し、E0 > 0は束縛エネルギーの大きさである。
設問 2 [解答] ψ(r) = ce−r/r0 を (1)式へ代入すると

[

1− 2

ρ
+

2

ρ

]

e−ρ = εe−ρ, ε = 1.

ゆえに基底状態エネルギーは E = −E0 。等方的分布 |ψ|2 ∝ e−2r/r0 について、
⟨r2⟩ =

∫

∞

0
r4e−2r/r0 dr

∫

∞

0
r2e−2r/r0 dr

=
4!/(2/r0)

5

2!/(2/r0)3
= 3r20 ,

√

⟨r2⟩ =
√
3 r0 .

[確認・補足]正規化係数は比を取るため消える。
設問 3 [解答] p1 = px − qBy/2, p2 = py + qBx/2とおく。正準交換関係より

[p1, p2] = [px, qBx/2] + [−qBy/2, py]
= −ih̄qB/2− ih̄qB/2 = −ih̄qB ,

[p1, pz] = [p2, pz] = 0 .

負の z方向の磁場を表す符号と矛盾しない。
設問 4 [解答] qB ̸= 0として X = kp2, P = p1 とおく。

[X,P ] = k[p2, p1] = ikh̄qB, k =
1

qB
.

qB は負でもよく、この定義は符号を含む。よって
H =

P 2

2m
+

(qB)2X2

2m
+

p2
z

2m
=
P 2

2m
+
mω2

cX
2

2
+

p2
z

2m
, ωc =

|qB|
m

.

[確認・補足]古典的には ωc はサイクロトロン運動の角振動数である。量子準位は En,pz
= h̄ωc(n + 1

2 ) +
p2
z
/(2m)。
設問 5 [解答]与えられた P ′ = px + qBy/2について、

[P ′, P ] = 0, [P ′, p2] = [px, qBx/2] + [qBy/2, py] = 0.

したがって P ′ は (X,P )の双方と可換である。xと py の線形結合 X ′ = ax+ bpy について
[X ′, P ] = ih̄(a+ bqB/2), [X ′, P ′] = ih̄(a− bqB/2).

1
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[X ′, P ] = 0, [X ′, P ′] = ih̄を満たすのは a = 1/2, b = −1/(qB)。すなわち
X ′ =

x

2
− py

qB
, [X ′, P ′] = ih̄, [X ′, X] = [X ′, P ] = [P ′, X] = [P ′, P ] = 0.

[確認・補足] X ′ はサイクロトロン運動の中心座標（guiding center）の一成分であり、励起エネルギーに現れない縮退自由度を表す。
設問 6 [解答] (X,P )表現の基底状態は通常の調和振動子の Gaussianで、

ψ0(X) =
(mωc

πh̄

)1/4

exp
[

−mωcX
2

2h̄

]

.

同時に X ′ の一般化固有値 a ∈ Rを指定し、元の座標表示で X ′ψa = aψa とすると
(

x

2
+

ih̄

qB
∂y

)

ψa = aψa, ⇒ ψa(x, y) = f(x) exp
[

iqB

h̄
(x/2− a)y

]

.

この上で X = (py + qBx/2)/(qB)は x− aの乗算として、P は −ih̄∂x として作用する。したがって
ψa(x, y) = C exp

[

−|qB|
2h̄

(x− a)2 +
iqB

h̄
(x/2− a)y

]

.

C は y 方向の境界条件に従う規格化係数。無限平面上の X ′ 固有状態は一般化固有状態であり、通常の
L2(R2)ノルムには正規化できない。
[確認・補足] 確率密度は x = a を中心に幅 √

h̄/|qB| を持つ。a は軌道中心の x 座標（guiding-center
coordinate）に相当する。
検算メモ： x = X +X ′、py = (qB/2)(X −X ′)が直接成立する。[X,P ] = [X ′, P ′] = ih̄と他の交差交換子の消失を再代入して確認できる。
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2013年度　第 1問　独立解答
調和振動子／生成消滅演算子／コヒーレント状態

設問 1 [解答]問題で与えられた âの Hermite共役は
â† =

√

mω

2h̄
x̂− i√

2mh̄ω
p̂ (ア).

[x̂, p̂] = ih̄より
[â, â†] = 1 (イ), x̂ =

√

h̄

2mω
(â+ â†) (ウ),

p̂ = −i
√

mh̄ω

2
(â− â†) (エ).

ここから、
H = h̄ω(â†â+ 1

2 ) (オ), E0 =
h̄ω

2
(カ).

交換関係 [H, â†] = h̄ωâ† により
|ϕn+1⟩ =

1√
n+ 1

â†|ϕn⟩ (キ), En = h̄ω(n+ 1
2 ) (ク).

[確認・補足] (キ)は設問の『正の実数』という位相規約に合わせている。
設問 2 [解答]固有状態H|ϕn⟩ = En|ϕn⟩の定常時間発展は

|ψ(t)⟩ = e−iHt/h̄|ψ(0)⟩ =
∞
∑

n=0

cn(0)e
−iω(n+1/2)t|ϕn⟩.

したがって
cn(t) = cn(0) exp[−iω(n+ 1

2 )t] .

設問 3 [解答]数状態について ⟨â⟩n = ⟨â†⟩n = 0、⟨â†â⟩n = n、⟨ââ†⟩n = n+ 1。よって
(∆x)2 =

h̄

2mω
(2n+ 1),

(∆p)2 =
mh̄ω

2
(2n+ 1),

∆x∆p = h̄(n+ 1
2 ) .

n = 0でのみ Heisenberg不確定性関係の等号 ∆x∆p = h̄/2が成立する（ここでは固有状態の範囲）。
設問 4 [解答]問題のコヒーレント状態

|α⟩ = e−|α|2/2
∞
∑

n=0

αn

√
n!
|ϕn⟩, α = reiθ

を âで作用すると、â|ϕn⟩ = √
n |ϕn−1⟩より
â|α⟩ = e−|α|2/2

∞
∑

n=1

αn

√

(n− 1)!
|ϕn−1⟩ = α|α⟩ .

したがって ⟨â⟩ = α、⟨â†⟩ = α∗ を使い
⟨x̂⟩α =

√

2h̄

mω
r cos θ , ⟨p̂⟩α =

√
2mh̄ω r sin θ .

1



東大理物院試量子力学｜第 7巻 2013年度

[確認・補足] âの定義の +ip̂と、α = reiθ の規約を用いるため、⟨p̂⟩の符号は正である。
設問 5 [解答]初期状態 |ψ(0)⟩ = |r0⟩（r0 ≥ 0）に設問 2を適用すると

|ψ(t)⟩ = e−r
2

0
/2

∞
∑

n=0

rn0√
n!
e−iω(n+1/2)t|ϕn⟩

= e−iωt/2|r0e−iωt⟩ .

従って位相 e−iωt/2 は期待値に影響しない。問題で定義された無次元変数
X̂ =

√

mω

h̄
x̂, P̂ =

p̂√
mh̄ω

について
⟨X̂⟩t =

√
2 r0 cos(ωt) , ⟨P̂ ⟩t = −

√
2 r0 sin(ωt) .

ゆえに ⟨X⟩2t + ⟨P ⟩2t = 2r20。XP 平面では角振動数 ωで時計回りの円運動をする。これは古典的な調和振動子の位相空間軌道と一致する。

⟨X⟩

⟨P ⟩

t = 0

時計回り：θ(t) = −ωt

[確認・補足]コヒーレント状態の分散は∆x2 = h̄/(2mω)、∆p2 = mh̄ω/2で時間に依存しない。波束の中心のみが古典軌道に従う。
検算メモ： ⟨X⟩t と ⟨P ⟩t は ˙⟨X⟩ = ω⟨P ⟩および ˙⟨P ⟩ = −ω⟨X⟩を満たす。
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2012 年度第 1 問｜独立作成の詳解
スピンの交換関係／ Zeeman分裂／ Rabi振動と磁気共鳴

規約：H = −µH · S。設問 3–6では原題どおり h̄ = 1、a = µH、a0 = µH0 とする。S = 1
2σ。

設問 1 [解答] 軌道角運動量 Li = ϵijkxjpk と正準交換関係 [xi, pj ] = ih̄δij、[xi, xj ] = [pi, pj ] = 0を用いる。例えば
[Lx, Ly] = [ypz − zpy, zpx − xpz]

= [ypz, zpx] + [zpy, xpz] (ほかの項は 0)
= −ih̄ypx + ih̄xpy = ih̄Lz.

巡回置換で
[Li, Lj ] = ih̄

∑

k

ϵijkLk.

[補足・検算] [Si, Sj ]も同型だが、スピンは座標と運動量の外積によって定義する必要はない。
設問 2 [解答] Sx = h̄

2σx, Sz = h̄
2σz とし [Sz, Sx] = ih̄Sy を課す。[σz, σx] = 2iσy より

Sy =
h̄

2

(

0 −i
i 0

)

.

設問 3 [解答] 磁場H = (H, 0, 0)に対し
H = −aSx = −a

2

(

0 1
1 0

)

.

x方向に量子化された状態を |+x⟩ = (1, 1)T /
√
2、|−x⟩ = (1,−1)T /

√
2とすれば

H|+x⟩ = −a
2
|+x⟩, H|−x⟩ = a

2
|−x⟩.

aの符号が負ならエネルギーの高低は逆転する。

1
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設問 4 [解答] 初期スピンが z方向の正方向だから |φ(0)⟩ = | ↑⟩ = (1, 0)T。
|φ(t)⟩ = e−iHt| ↑⟩ = eiatσx/2| ↑⟩

=

[

cos
at

2
I + iσx sin

at

2

]

| ↑⟩ =
(

cos(at/2)
i sin(at/2)

)

.

σi の期待値を計算すると
⟨Sx⟩t = 0, ⟨Sy⟩t = 1

2 sin(at), ⟨Sz⟩t = 1
2 cos(at).

したがってスピンは yz平面で角速度 aの歳差運動をする（aの符号で向きが変わる）。
設問 5 [解答] 原題に従い相互作用表示の状態を |ψ(t)⟩ = eiH1t|φ(t)⟩ と定義する。Schrödinger 方程式
i∂t|φ⟩ = (H1 +H2)|φ⟩の微分から

i
d

dt
|ψ(t)⟩ = HI(t)|ψ(t)⟩, HI(t) = eiH1tH2(t)e

−iH1t.

H1 = −aSz、S± = Sx ± iSy、eiH1tS±e
−iH1t = e∓iatS± を用いると

HI(t) = −a0
2

(

ei(ω−a)tS+ + e−i(ω−a)tS−

)

= −a0{Sx cos[(ω − a)t]− Sy sin[(ω − a)t]} .

[補足・検算] |ψ⟩が相互作用表示、|φ⟩が Schrödinger表示。両者を逆に取り違えると共鳴条件の符号を誤る。
設問 6 [解答] 共鳴 ω = aではHI = −a0Sx が一定になり、

|ψ(t)⟩ = eia0tSx | ↑⟩ =
(

cos(a0t/2)
i sin(a0t/2)

)

.

Sz はH1 と可換なので両表示で期待値は等しい。よって
⟨φ(t)|Sz|φ(t)⟩ =

1

2
cos(a0t).

スピンの反転確率は P↓(t) = sin2(a0t/2)。a0 ̸= 0のとき、時間 π/|a0|に完全反転する。

0 2 3 4
a0t

0.50

0.25

0.00

0.25

0.50

S z

Spin resonance: Sz = cos(a0t)/2

独立検算： a = 1.2, a0 = 0.8, t = 0.54の場合、直接 2 × 2行列指数を計算すると ⟨Sz⟩ = 0.4540650953、
cos(a0t)/2 = 0.4540650953に一致する。
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2011 年度第 1 問｜独立作成の詳解
Fourier変換／分離型ポテンシャル／ Yukawa核／束縛状態の閾値

規約：原題どおり h̄ = 1、三次元全空間で ⟨x|p⟩ = (2π)−3/2eip·x。µ, λ > 0。核 gは実関数であり、設問 4以降では g(r) = e−µr/(4πr)を用いる。結合定数 λと束縛運動量 ν を混同しない。
設問 1 [解答] 完全性 I =

∫

d3x |x⟩⟨x|を挿入すると
⟨p|ψ⟩ = (2π)−3/2

∫

d3x e−ip·x⟨x|ψ⟩.

同様に Ôの両側へ完全性を挿入すると
⟨p|Ô|p′⟩ = (2π)−3

∫

d3x d3x′ e−ip·x+ip′
·x

′⟨x|Ô|x′⟩.

これらは原題で指定された Fourier規約に依存する。
設問 2 [解答] 座標表示の分離型ポテンシャル

⟨x|V̂ |x′⟩ = − λ

2m
g(x)g(x′)

を設問 1に代入する。h(p) = ∫ e−ip·xg(x) d3xと定義すれば
⟨p|V̂ |p′⟩ = − λ

(2π)32m

(
∫

e−ip·xg(x) d3x

)(
∫

eip
′
·x

′

g(x′) d3x′
)

= − λ

(2π)32m
h(p)h(−p

′).

gが実なら h(−p) = h(p)∗ であり、ポテンシャル核の Hermite性が従う。
設問 3 [解答] E = −ν2/(2m)（ν > 0）での運動量表示は

(p2 + ν2)ψ(p) =
λ

(2π)3
h(p)

∫

d3p′ h(−p
′)ψ(p′).

右辺の積分は pに依存しない。非零の束縛状態ではその係数を C と置けるから
ψ(p) = C

h(p)

p2 + ν2
.

C = 0なら ν > 0に対し波動関数は恒等的に 0なので、非自明解には C ̸= 0が必要である。
設問 4 [解答] Yukawa 核 g(r) = e−µr/(4πr) は球対称である。極座標の角度積分 ∫

dΩ e−ipr cos θ =
4π sin(pr)/(pr)より

h(p) =

∫

∞

0

dr r2
e−µr

4πr
· 4π sin(pr)

pr

=
1

p

∫

∞

0

dr e−µr sin(pr) =
1

p2 + µ2
.

最後は µ > 0の指数積分による。p = 0でも連続的に h(0) = µ−2 となる。
設問 5 [解答] 設問 3の形を再び積分方程式へ代入すると、非零 C の必要十分条件は

1 =
λ

(2π)3

∫

R3

d3p

(p2 + ν2)(p2 + µ2)2
.

1
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原題の積分公式から（µ, ν > 0）
1 =

λ

(2π)3
π2

µ(µ+ ν)2
=

λ

8πµ(µ+ ν)2
.

ゆえに
ν =

√

λ

8πµ
− µ , E = − 1

2m

(
√

λ

8πµ
− µ

)2

.

ν > 0が要求されるので束縛状態の存在条件は
λ > 8πµ3.

等号 λ = 8πµ3 は ν = 0の閾値であり、ψ(r) ∼ 1/rが無限遠で二乗可積分でない。従って等号は負エネルギーの正規化可能な束縛状態には含めない。
設問 6 [解答] 設問 3・4より

ψ(p) =
C

(p2 + ν2)(p2 + µ2)
.

部分分数分解と、∫ d3p eip·r/(p2 + s2) = 2π2e−sr/rを使えば
ψ(r) ∝ e−νr − e−µr

(µ2 − ν2)r
, r = |r|.

位相を実正に選び、規格化を含めると µ ̸= ν では
ψ(r) =

√

µν(µ+ ν)

2π

e−νr − e−µr

(µ− ν)r
.

実際、∫ |ψ|2d3x = 4πA2
∫

∞

0
(e−νr − e−µr)2dr/(µ− ν)2 = 1。r → 0では

ψ(0) =

√

µν(µ+ ν)

2π

と有限である。µ = ν は上式の連続極限で
ψ(r) =

µ3/2

√
π
e−µr (µ = ν).

ν > 0なら無限遠で指数的に減少し、正規化可能な球対称 s波束縛状態となる。

0 1 2 3 4 5 6 7 8
r

0.0

0.2

0.4

(r)
 (n

or
m

al
ize

d)

Typical radial bound-state profiles
= 1, = 0.6
= = 1

概形：上図は µ = 1, ν = 0.6と極限 µ = ν = 1の例。どちらも原点で有限、無限遠で指数減衰する。図は物理定数の指定がないため、代表パラメータで描いた。

独立数値検算： µ = 1.1, ν = 0.7に対して、核の 3次元動径積分は 2.76924927078826、解析式 π2/[µ(µ+ν)2]と一致する。また上記の座標表示波動関数は数値積分で規格化 0.99999999999985を与える。
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2010年度・第 1問　完全解答
設定：|x| < Lにおける V0(x) = 0、|x| ≥ Lでは無限大とする。後半では V1δ(x)（V1 > 0）を加える。
1．固有値と規格化固有関数
無限壁により ψ(±L) = 0である。内部の定常 Schrödinger方程式は

− h̄
2

2m
ψ′′(x) = Eψ(x).

E > 0として k =
√
2mE/h̄をおくと、x = −Lを原点にずらして

ψ(x) = C sin k(x+ L) (−L < x < L).

もう一方の境界条件 sin 2kL = 0より kn = nπ/(2L) (n = 1, 2, . . .)。

E(0)
n =

n2π2h̄
2

8mL2
, ψ(0)

n (x) =
1√
L

sin
(

nπ(x+ L)

2L

)

(|x| < L).

外側は ψ
(0)
n = 0。固有関数の全体位相は任意である。

∫ L

−L
sin2[kn(x+ L)]dx = Lを使って C = L−1/2 と規格化した。偶数 nは奇関数、奇数 nは偶関数（全体符号は任意）。

2．最小エネルギーが 0にならない理由
E = 0なら ψ′′ = 0で ψ = ax+ b。ψ(±L) = 0を同時に課すと a = b = 0となり、非自明な固有関数が存在しない。一般に

E∥ψ∥2 = h̄
2

2m

∫ L

−L

|ψ′|2dx > 0

は境界で消える非零の波動関数に対して成り立つ。これは閉じ込めによる有限の運動量幅にも対応する。
3．基底状態の 1次エネルギー補正
ψ
(0)
1 (x) = L−1/2 cos(πx/2L)と選ぶと、摂動論より

∆E(1)
g = ⟨ψ(0)

1 |V1δ(x)|ψ(0)
1 ⟩ = V1|ψ(0)

1 (0)|2 = V1

L
.

4．第 1励起状態のエネルギー
元の第 1励起状態は ψ

(0)
2 (x) = sin(πx/L)/

√
Lと選べる。奇関数であり ψ

(0)
2 (0) = 0なので、デルタ障壁の項はこれを全く変化させない。

4
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Efirst excited(V1) = E
(0)
2 =

π2h̄
2

2mL2
.

これは 1次摂動の結果にとどまらず、任意の V1 ≥ 0で厳密である。

5．波動関数の概形
基底状態は偶関数、非負、両端で 0であり、V1 > 0なら原点に尖った谷（微分の不連続）を持つ。第 1励起状態は奇関数で原点に節を持ち、左右に反対符号の山がある。次ページに規格化波形の比較を示す。
6．障壁強度依存性：厳密な方程式と極限
偶パリティで最も低い状態を

ψg(x) = A sin[k(L− |x|)] (|x| < L)

とおく。デルタポテンシャルを原点近傍で積分すると
ψ′
g(0

+)− ψ′
g(0

−) =
2mV1

h̄
2 ψg(0).

このとき ψ′
g(0

+) = −Ak cos(kL)、ψ′
g(0

−) = Ak cos(kL)なので
k cot(kL) = −mV1

h̄
2 .

z = kL, γ = mV1L/h̄
2 を導入すると、基底解は π/2 ≤ z < πの一意な根 z cot z = −γ で与えられる。

Eg(V1) =
h̄
2
z(γ)2

2mL2
, Efirst excited =

π2h̄
2

2mL2
.

V1 → 0では z → π/2、V1 → ∞では z → π−。よって Eg は E
(0)
1 から E

(0)
2 へ単調上昇し、任

意の有限 V1で Eg < E
(0)
2 を満たす。

正規化係数は
A =

(

L− sin(2kL)
2k

)−1/2

.

また γ ≪ 1 で z = π/2 + 2γ/π + O(γ2)、したがって Eg = E
(0)
1 + V1/L + O(V 2

1 )。γ ≫ 1 では
z = π − π/(γ + 1) +O(γ−3)。

5
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Figure 1: 無次元障壁強度 γ に対する基底準位と第 1励起準位（分散方程式の数値根）。

Figure 2: 基底状態の無次元波動関数。γ → ∞では左右の半井戸に局在した偶関数へ近づく。

6
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2009年度・第 1問　完全解答
設定：P,Qは自己共役で [P,Q] = iR。続いて s = h̄σ/2のスピン 1/2および二粒子系を扱う。
1．演算子の自己共役性と不確定性関係
(i) Rの自己共役性 [P,Q]† = QP − PQ = −[P,Q]より

−iR† = −iR ⇒ R† = R .

厳密には、無限次元の非有界演算子では共通の定義域を仮定する。院試の形式的議論はこの前提の下で理解する。(ii)平均を引いても交換子は同じ ∆P = P − ⟨P ⟩I , ∆Q = Q− ⟨Q⟩I であり、単
位行列は全演算子と可換なので

[∆P,∆Q] = [P,Q] = iR .

(iii) Robertson型の不確定性関係 任意の実数 tについてノルムの非負性を使う：
0 ≤ ∥(∆P + it∆Q)|ψ⟩∥2

= ⟨(∆P )2⟩+ t2⟨(∆Q)2⟩+ it⟨[∆P,∆Q]⟩
= (δP )2 + t2(δQ)2 − t⟨R⟩.

tに関する 2次式が常に非負であるため、判別式は 0以下となる。
⟨(∆P )2⟩ ⟨(∆Q)2⟩ ≥ 1

4
|⟨R⟩|2.

等号は、適当な実数 tで (∆P + it∆Q)|ψ⟩ = 0となるとき成立し得る。

2．方向 nのスピン固有値と固有状態
n = (sin θ, 0, cos θ)より

s(n) =
h̄

2
(sin θ σx + cos θ σz) =

h̄

2

(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)

.

これは二乗が h̄
2
I/4なので固有値は ±h̄/2。c = cos(θ/2), s = sin(θ/2)とすると

|+ n⟩ =
(

c

s

)

, | − n⟩ =
(

−s
c

)

, s(n)| ± n⟩ = ± h̄
2
| ± n⟩.

角度 θによる位相・符号の違いは固有ベクトルの任意位相に吸収できる。
3．sz の期待値
σz = diag(1,−1)より上の状態で内積を計算して

⟨+n|sz|+ n⟩ = h̄

2
cos θ, ⟨−n|sz| − n⟩ = − h̄

2
cos θ.

9
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4．不確定性関係が等号になる具体例
|ψ⟩ = (

√
3/2, 1/2)T（規格化済み）に対し P = sx, Q = sy を選ぶ。[sx, sy] = ih̄sz なので R = h̄sz。

⟨sx⟩ =
√
3h̄

4
, ⟨sy⟩ = 0, ⟨sz⟩ =

h̄

4
,

(δsx)
2 =

h̄
2

4
− 3h̄2

16
=
h̄
2

16
, (δsy)

2 =
h̄
2

4
.

したがって

(δsx)
2(δsy)

2 =
h̄
4

64
=

1

4
|⟨h̄sz⟩|2.

不確定性関係は等号で成立する（一般には不等号）。

5．二粒子の合計スピン期待値が最大の状態
sA(a)と sB(b)は別のテンソル因子に作用するので可換。各演算子の固有値は ±h̄/2で、和の最大固有値は h̄である。よって両粒子が各方向の +固有状態にある積状態が求める状態。

ca = cos
θa

2
, sa = sin

θa

2
, cb = cos

θb

2
, sb = sin

θb

2
.

|Ψmax⟩ = cacb| ↑↑⟩+ casb| ↑↓⟩
+ sacb| ↓↑⟩+ sasb| ↓↓⟩.

⟨Ψmax|sA(a) + sB(b)|Ψmax⟩ = h̄.

6．一重項状態の相関関数
与えられた状態は |Ψ−⟩ = (| ↑↓⟩ − | ↓↑⟩)/

√
2。この状態で

⟨σAiσBj⟩ = −δij (i, j = x, y, z)

を確認する。例えば z 成分の積は両基底状態を −1倍し、x成分の積は両者を交換するため、一重項上ではどちらも期待値 −1。交差項は 0となる。
⟨sA(a)sB(b)⟩ =

h̄
2

4

∑

i,j

aibj⟨σAiσBj⟩ = − h̄
2

4
a · b

= − h̄
2

4

(

sin θa sin θb + cos θa cos θb
)

.

⟨Ψ−|sA(a)sB(b)|Ψ−⟩ = − h̄
2

4
cos(θa − θb).

同じ方向（θa = θb）なら完全反相関 −h̄2/4、直交方向なら相関 0である。これは単なる確率独立な二つのスピンではなく、量子もつれ状態の特徴である。
10
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総合チェック・再計算のポイント
1. 2010年：デルタ障壁の係数 V1はエネルギー ×長さの次元を持つ。V1δ(x)の単位がエネルギーであることを確認する。
2. 2010年：γ = 0なら z = π/2で Eg = E

(0)
1 、γ → ∞なら z → πで Eg → E

(0)
2 になる。

3. 2010年：ψodd(0) = 0のため奇パリティの準位は障壁の影響を全く受けない。有限 V1 では
Eg < Efirst excited。

4. 2009年：演算子の分散 (δP )2 = ⟨(∆P )2⟩と、演算子自体の ∆P を混同しない。
5. 2009年：si = h̄σi/2の係数を落とさない。相関関数の単位は h̄

2である。
6. 2009年：θa = θbの一重項相関は −h̄2/4、θa − θb = π/2なら 0であり、符号の検算になる。

資料について：本書は提供された東大理物の平成 22年度・平成 21年度入試冊子の第 1問（量子力学）だけを対象にした独立解説である。計算の一部を数値検証したが、公式採点基準・模範解答との一致や第三者査読は保証しない。
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2008年度（平成 20年度）第 1問　詳解
2次元等方調和振動子――演算子法と極座標法

出典 提供された h20phys.pdfの第 1問（冊子 1–2ページ）。以下では設問に従い、前半はm,ω, h̄を保持し、後半はm = ω = h̄ = 1とする。
設問 1：交換関係とハミルトニアン [xk, pl] = ih̄δkl と [xk, xl] = [pk, pl] = 0に対して

ak =

√

mω

2h̄
xk +

i√
2mh̄ω

pk, a
†
k =

√

mω

2h̄
xk − i√

2mh̄ω
pk.

各項を展開すると、xと pの交差項だけが残り
[ak, a

†
l ] = δkl , [ak, al] = [a†k, a

†
l ] = 0.

逆変換 xk =
√

h̄/(2mω)(ak + a
†
k), pk = −i

√

mh̄ω/2(ak − a
†
k)を代入すると、

H = h̄ω

2
∑

k=1

(

a
†
kak +

1

2

)

.

設問 2：基底状態の波動関数 位置表示の pk = −ih̄∂xk
を使うと akψ0 = 0は

(

∂xk
+
mω

h̄
xk

)

ψ0 = 0 (k = 1, 2).

両方向の方程式を積分して、r2 = x21 + x22 より
ψ0(r) = C exp

(

−mω
2h̄

r2
)

.

設問は規格化不要だが、∫

R2 |ψ0|2d2x = 1なら C =
√

mω/(πh̄)と選べる。
設問 3：全固有状態、固有値、縮退度

|n1, n2⟩ =
(a†1)

n1(a†2)
n2

√
n1!n2!

|0⟩ , En1n2
= h̄ω(n1 + n2 + 1) .

N = n1 + n2 = 0, 1, . . . を固定すると (n1, n2) = (0, N), . . . , (N, 0)が許されるため
EN = h̄ω(N + 1), gN = N + 1 .

独立な生成演算子を使うので、同じエネルギーでも異なる組は互いに直交する。
設問 4：極座標への変数分離 m = ω = h̄ = 1にすると Schrödinger方程式は

−1

2

(

∂2r +
1

r
∂r +

1

r2
∂2θ

)

ψ +
r2

2
ψ = Eψ.

ψ = R(r)Θ(θ)と置くと Θ′′ = −n2Θ。波動関数の一価性 Θ(θ + 2π) = Θ(θ)から n ∈ Zであり、
Θ(θ) = einθ, R′′ +

1

r
R′ +

(

2E − r2 − n2

r2

)

R = 0 .

1
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設問 5：原点のべき級数と指数 α R(r) = e−r2/2f(r)と置くと、指定の方程式
f ′′ +

(

1

r
− 2r

)

f ′ +

(

2E − 2− n2

r2

)

f = 0

となる。f = rα
∑

s≥0 fsr
s（f0 = 1）を代入し、最も低い冪 rα−2 の係数を比較すると

α2 − n2 = 0 =⇒ α = ±|n|.

r = 0で波動関数が発散しないという指定から、n ̸= 0では α = |n|を選ぶ。n = 0の場合は α = 0とし、もう一つの対数型独立解は原点で発散するので除く。
α = |n| .

さらに f−1 = f−2 = 0として rα+s−2 の係数を集めると
s(2α+ s)fs + 2(E − α− s+ 1)fs−2 = 0.

したがって f1 = 0で全ての奇数係数が消え、偶数係数は
f2j =

α+ 2j − 1− E

2j(α+ j)
f2j−2 (j ≥ 1) .

設問 6：級数が有限で終わる条件 多項式で終わるためには、ある q ∈ Z≥0に対して f2q ̸= 0かつ f2q+2 = 0が必要。上式の分子から
E = 2q + |n|+ 1 (q = 0, 1, 2, . . . ; n ∈ Z) .

これは設問 3の EN = N + 1に N = 2q + |n|と置いたものと一致する。実際の解は陪 Laguerre多項式を用いて
ψqn(r, θ) = Nqn e

−r2/2r|n|L|n|
q (r2)einθ.

例えば Nqn =
√

q!/[π(q + |n|)!]とすれば ∫

|ψ|2r dr dθ = 1。同じ N の許される角運動量は n = −N,−N +

2, . . . , N であり、ちょうど N + 1個。
チェックポイント： (1) N = 0の基底状態が両解法で一致すること、(2) q = 0, |n| = 1で E = 2、(3)一価条件が角運動量 nh̄の整数値を要求することを確認できる。

2
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2007年度（平成 19年度）第 1問　詳解
角運動量の交換関係と角運動量量子数の導出

出典 提供された H19phys.pdfの第 1問（冊子 1ページ）。以下では [ri, pj ] = ih̄δij を用いる。
設問 1：ℓz と座標演算子の交換関係 ℓz = xpy − ypx と [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B より

[ℓz, x] = ih̄y, [ℓz, y] = −ih̄x, [ℓz, z] = 0 .

例えば [xpy − ypx, x] = −y[px, x] = ih̄y。これは z軸回転で位置がどのように変わるかを示す。
設問 2：ℓz と運動量の交換関係 同様に

[ℓz, px] = ih̄py, [ℓz, py] = −ih̄px, [ℓz, pz] = 0 .

例えば [xpy − ypx, px] = [x, px]py = ih̄py である。
設問 3：軌道角運動量の代数 ℓx = ypz − zpy, ℓy = zpx − xpz, ℓz = xpy − ypxを用いて交換子を展開し、独立な方向の [ri, pj ]だけを残すと

[ℓa, ℓb] = ih̄
∑

c

εabcℓc (a, b = x, y, z) .

例えば [ℓx, ℓy] = ih̄(xpy − ypx) = ih̄ℓz。同様の巡回置換により残りも従う。以下、原題の通り J も同じ交換関係を満たすとする。
設問 4：A†A,AA† の計算 A = Jx − iJy (= J−)、A† = Jx + iJy (= J+)、B = J2

x + J2
y + J2

z と置く。
[Jx, Jy] = ih̄Jz より

A†A = (Jx + iJy)(Jx − iJy) = J2
x + J2

y + i[Jy, Jx],

AA† = (Jx − iJy)(Jx + iJy) = J2
x + J2

y + i[Jx, Jy].

よって
A†A = B − J2

z + h̄Jz , AA† = B − J2
z − h̄Jz .

設問 5：B が定数として扱える理由と仮定 代数から [B, Ja] = 0がすべての aについて成り立つ。たとえば
[J2

x + J2
y + J2

z , Jz] = 0

は J2
x と J2

y から生じる交差項が打ち消すことから分かる。J の既約表現で考えるなら、Schurの補題から
B = b 1 (b ≥ 0)

である。原題の「J のみが力学変数」を一つの既約多重項に制限する仮定として解釈する必要がある。可約表現では B は各ブロックで定数だが、全空間で単一の数とは限らない。これは設問の暗黙の前提への数学的な注意である。

1
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設問 6：昇降演算子による Jz 固有値の変化 [Jz, Jx] = ih̄Jy , [Jz, Jy] = −ih̄Jx だから
[Jz, A] = [Jz, Jx − iJy] = −h̄A.

Jz|Θz⟩ = Θz|Θz⟩に対して
JzA|Θz⟩ = (AJz + [Jz, A])|Θz⟩ = (Θz − h̄)A|Θz⟩.

したがって A|Θz⟩ ̸= 0なら、それは固有値
Θ′

z = Θz − h̄

を持つ。逆に A† = J+ は固有値を h̄だけ上げる。
設問 7：固有値の上下限 任意の正規化状態について A†Aと AA† は正作用素なので、B = b1とし

⟨A†A⟩ = b−Θ2
z + h̄Θz ≥ 0, ⟨AA†⟩ = b−Θ2

z − h̄Θz ≥ 0.

b ≥ 0と置き
m =

√

b+
h̄
2

4
−

h̄

2
, ⇐⇒ b = m(m+ h̄)

とすると、二つの不等式はそれぞれ
(m+Θz)(m−Θz + h̄) ≥ 0, (m−Θz)(m+Θz + h̄) ≥ 0

となる。両者の許容区間の共通部分は
−m ≤ Θz ≤ m .

設問 8：整数・半整数の量子化 昇降演算子の作用によって、Jz の固有値は h̄刻みで増減する。しかし上記の不等式により有限な範囲 [−m,m]を超えられない。最上位状態は A†|m⟩ = 0であり、最下位状態は
A| −m⟩ = 0。実際、∥A†|Θ⟩∥2 = (m−Θ)(m+Θ+ h̄)なので上限側の停止点は Θ = mに限られる。同様に下限側は Θ = −mである。よって一つの ladderで上端と下端の差が h̄の整数倍であることから

m− (−m) = nh̄ (n = 0, 1, 2, . . . ).

つまり
m

h̄
=

n

2
∈

{

0,
1

2
, 1,

3

2
, . . .

}

.

通常 j = m/h̄と置けば、B = h̄
2
j(j + 1)1、Jz の固有値は h̄mj（mj = −j,−j + 1, . . . , j）である。

補足：この証明は一般の角運動量 J の既約表現についてであり、純粋な軌道角運動量 ℓ = r × pに限れば単価な空間波動関数から j ∈ Z≥0 となる。半整数値はスピン等の内部自由度にも必要である。
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2006 年度第 1 問　独立詳解
無限深井戸の対称性と一次摂動論

設定：無限壁 x = ±a、区間 −a < x < aで U(x)を持つ 1粒子の 1次元 Schrödinger方程式。問題文の n = 0が基底状態となる記法を用いる。
設問 1：基礎方程式、境界条件、固有状態 p̂ = −ih̄ d/dxなので、定常状態 Ψn(x, t) = ϕn(x)e

−iEnt/h̄ は
− h̄

2

2m

d2ϕn

dx2
+ U(x)ϕn = Enϕn (−a < x < a)

を満たす。無限壁で波動関数は消え、ϕn(−a) = ϕn(a) = 0。規格化は ∫ a

−a
|ϕn|2dx = 1。U = 0なら ϕ′′+k2nϕ = 0、

kn =
√
2mEn/h̄。区間長 2aの Dirichlet条件により

kn =
(n+ 1)π

2a
, E(0)

n =
h̄
2
π2(n+ 1)2

8ma2
(n = 0, 1, 2, . . .).

位相は自由に選べる。基底・第 1励起について次の実関数を採用する：
ϕ0(x) =

1√
a
cos

πx

2a
, ϕ1(x) =

1√
a
sin

πx

a
.

両者とも ∫ a

−a
|ϕn|2dx = 1。一般解は a−1/2 sin[(n+1)π(x+ a)/(2a)]で、各状態の全体符号を適宜取り直せる。

設問 2：空間反転とパリティ 反転 Pϕ(x) = ϕ(−x)は P2 = 1。U(x) = U(−x)の場合、[H,P] = 0であり非縮退固有状態はパリティ固有状態に取れる。
ϕn(−x) = (−1)nϕn(x) .

n = 0は偶関数、n = 1は奇関数。物理的にはハミルトニアンの鏡映対称性が保存量として現れる。パリティ奇の xの期待値はそれぞれゼロ。
設問 3：右半区間への微小な階段摂動 δU(x) = −wΘ(x)、w > 0とする（点 x = 0の値は積分に影響しない）。非縮退一次摂動論では

En = E(0)
n + ⟨n|δU |n⟩+O(w2) = E(0)

n − w

∫ a

0

|ϕn(x)|2dx+O(w2).

偶奇性から確率は左右半区間で同じ 1/2。したがって
E0 =

π2h̄
2

8ma2
− w

2
+O(w2) , E1 =

π2h̄
2

2ma2
− w

2
+O(w2) .

一次ではエネルギー差は変わらない。ただし二次以降の差まで消えることは意味しない。
設問 4：基底状態に混じる第 1励起状態 |ψ0⟩ = |0⟩+∑

n ̸=0
⟨n|δU |0⟩

E
(0)
0 −E

(0)
n

|n⟩+O(w2)。このうち ϕ1の係数を c1

とする。位相は設問 1の ϕ1 = + sin(πx/a)/
√
aに統一する。

⟨1|Θ(x)|0⟩ = 1

a

∫ a

0

sin
πx

a
cos

πx

2a
dx =

4

3π
.

∆ = E
(0)
1 − E

(0)
0 = 3π2h̄

2
/(8ma2)なので

c1 =
4w

3π∆
=

32ma2w

9π3h̄
2 .

したがって 2状態打切りを ψ
[2]
0 = ϕ0 + c1ϕ1と書ける。ϕ0の規格化係数のずれは O(w2)である。厳密な一次波動関数には他の励起状態も O(w)で混じるので、これを全状態の一次精度での展開と取り違えない。

1
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設問 5：無摂動の位置期待値 ϕ0 は偶で xは奇なので積 x|ϕ0|2 は奇関数。
⟨x⟩0 =

∫ a

−a

x|ϕ0|2dx = 0 .

これは対称井戸 U(x) = U(−x)によって説明できる。
設問 6：2状態打ち切りでの位置期待値 問題文が指定する ψ

[2]
0 = ϕ0 + c1ϕ1 を用いると、対角項 ⟨0|x|0⟩ =

⟨1|x|1⟩ = 0より
⟨x⟩{0,1} = 2c1⟨0|x|1⟩+O(w2), ⟨0|x|1⟩ = 1

a

∫ a

−a

x cos
πx

2a
sin

πx

a
dx =

32a

9π2
.

従って問題で指示された打ち切り結果は
⟨x⟩{0,1} =

256aw

27π3∆
+O(w2) =

2048ma3w

81π5h̄
2 +O(w2) .

w > 0では右側のポテンシャルが低下するため、粒子の分布は右へ偏り ⟨x⟩ > 0。これは 2準位近似の結果であり、全状態を含めた一次摂動の厳密係数ではない。
設問 7：線形で奇な微小ポテンシャル δU(x) = −ux/aは反転で符号が変わる。ϕn はパリティ固有状態なので

∆E(1)
n = −u

a

∫ a

−a

x|ϕn(x)|2dx = 0 (n = 0, 1, . . .).

従って基底と第 1励起の固有エネルギーは
E0 =

π2h̄
2

8ma2
+O(u2) , E1 =

π2h̄
2

2ma2
+O(u2) .

一次では準位シフトが現れないが、固有状態は反対パリティの状態が混ざるため一次で変化し得る。
検算・注意事項： ∫ a

0
ϕ0ϕ1dx = 4/(3π)と ⟨0|x|1⟩ = 32a/(9π2)は記号積分で検算済み。ϕ1 の全体符号を逆に選ぶと c1 と行列要素の符号が同時に反転し、⟨x⟩は不変。

2
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2005 年度第 1 問　独立詳解
有限井戸型ポテンシャルの散乱・共鳴透過

設定： V (x) = −V0（|x| ≤ a/2）、V (x) = 0（外側）、V0 > 0。左からエネルギー E = h̄
2
k2/(2m) > 0の単位振幅平面波が入射する。

ψ(x) =















eikx +Re−ikx, x < −a/2,
αeipx + βe−ipx, −a/2 ≤ x ≤ a/2,

T eikx, x > a/2.

設問 1：確率流と反射・透過の保存 Schrödinger波動関数の確率流は j = h̄
m
Im(ψ∗∂xψ)。平面波 Aeikxの流束は h̄k|A|2/m、左向きの Be−ikx は −h̄k|B|2/mである。

jin =
h̄k

m
, jref = − h̄k

m
|R|2 , jtr =

h̄k

m
|T |2 .

定常で損失のない実ポテンシャルだから流束は保存し、
1− |R|2 = |T |2 ⇐⇒ |R|2 + |T |2 = 1 .

設問 2：透過振幅の位相の意味 T = |T |eiθ(k)の位相 θ(k)は入射波に対する散乱位相である。異なる kの平面波を重ねて局在波束を作ると、この位相の周波数依存性が透過波束の干渉・時間遅れに寄与する。V0 = 0の場合 T = 1となる基準を採っている。
補足：位相そのものは波動関数の基準点や散乱振幅の定義に依存する。観測可能な遅延は適切な参照との位相差のエネルギー微分か
ら求まる。
設問 3：井戸内部の波数 内部の運動エネルギーは E + V0。よって

h̄
2
p2

2m
=
h̄
2
k2

2m
+ V0, p =

√

k2 +
2mV0

h̄
2 > k.

設問 4：接続条件と透過振幅 x = ±a/2で ψと ∂xψは連続。特に右端では
αeipa/2 + βe−ipa/2 = Teika/2, p(αeipa/2 − βe−ipa/2) = kTeika/2.

これを解き、左端の 2条件へ代入する。反射振幅を消去すると
T =

e−ika

cos(pa)− ip
2+k2

2kp sin(pa)
.

問題文の T = e−ika/[A cos(pa)− iB sin(pa)]に対応して
A = 1 , B =

k2 + p2

2kp
.

V0 → 0なら p→ kで分母は e−ika となり T → 1、という自由粒子極限でも確認できる。
設問 5：完全透過と共鳴条件 絶対値の二乗を取ると

1

|T |2 = cos2(pa) +
(p2 + k2)2

4p2k2
sin2(pa) = 1 +

(p2 − k2)2

4p2k2
sin2(pa).

V0 > 0、k > 0では係数が正なので、
|T |2 = 1 ⇐⇒ pa = nπ (n = 1, 2, 3, . . . ) .

1
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従って許される入射波数は
kn =

√

(nπ

a

)2

− 2mV0

h̄
2 , (nπ/a)2 > 2mV0/h̄

2
.

井戸の 2つの界面で反射された波が多重干渉し、反射波の合成振幅が零になる共鳴現象である。
設問 6：透過確率の形と数値例 問 4の結果から

|T (k)|2 =

[

1 +
(p2 − k2)2

4p2k2
sin2(pa)

]

−1

, p =

√

k2 + 2mV0/h̄
2
.

ポテンシャルの強さを無次元量 u = 2mV0a
2/h̄

2 とすると
|T |2 =

[

1 +
u2

4(ka)2((ka)2 + u)
sin2

√

(ka)2 + u

]

−1

.

0 2 4 6 8 10 12
ka

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

|T
|2

n=3 n=4

u = 50の例。破線は pa = nπによる完全透過点であり、図は問題の特定の V0 を与えたものではない。
ka → ∞で |T |2 → 1。中間領域では 0 < |T |2 ≤ 1の振動的な共鳴構造が現れる。k → 0では、sin

√
u ̸= 0なら |T |2 → 0。特別な閾値共鳴 √

u = nπではこの極限を別途取る必要がある。
検算・注意事項： p = kと pa = nπの両極限で式を検証した。有限井戸はエネルギーが負の束縛状態も持ち得るが、本問は E > 0の散乱問題を扱う。

2



東大院試の物理   25ヵ年 YEAR INDEX

量子力学  ｜  年度別問題

2004 年度
出題テーマ  /  編集上の分類

量子調和振動子

次ページから、当該年度の問題と独立解答・解説を収録します。
原題の出典および二次利用条件は巻頭の案内をご覧ください。

taku  /  takuphys.com 非公式編集版





東大理物院試・量子力学詳解集　第 12 巻 2004 年度・第 1 問

2004 年度（平成 16 年度）第 1 問
1 次元調和振動子・Heisenberg 描像・コヒーレント状態
2003 年 8 月 26 日実施／出典：H16phys.pdf 第 1 問（原題の直後に配置）

全体の見通し：正準交換関係 [x, p] = ih̄ から [a, a†] = 1 を導き、N = a†a の固有状態を作る。後半
では Heisenberg 方程式を解き、数状態とコヒーレント状態の期待値を比較する。

■記法 a =
√

mω/(2h̄) (x0 + ip0/(mω)), a† =
√

mω/(2h̄) (x0 − ip0/(mω)), x0 = x(0), p0 = p(0). 以下、
m,ω, h̄ > 0 とする。

設問 1 　交換関係

[a, a†] =
mω

2h̄

[

x0 +
ip0

mω
, x0 −

ip0

mω

]

=
mω

2h̄

(

− i

mω
[x0, p0] +

i

mω
[p0, x0]

)

= 1.

恒等式 [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B より
[N, a] = −a, [N, a†] = a†.

N = a†a は自己共役な非負演算子で、任意の規格化状態で ⟨N⟩ = ∥aψ∥2 ≥ 0。

設問 2 　数状態への昇降作用
N |n⟩ = n|n⟩ とする。交換関係から

N(a†|n⟩) = (n+ 1)a†|n⟩, N(a|n⟩) = (n− 1)a|n⟩.

すなわち非零なら隣接固有状態に比例する。ノルムを計算すると
∥a†|n⟩∥2 = ⟨n|aa†|n⟩ = n+ 1, ∥a|n⟩∥2 = ⟨n|a†a|n⟩ = n.

係数は正と指定されているので
a†|n⟩ =

√
n+ 1 |n+ 1⟩, a|n⟩ =

√
n |n− 1⟩.

設問 3 　固有値が非負整数になる理由
n ≥ 0。もし整数でない固有値 n > 0 があれば、k = ⌊n⌋+ 1 回降下した状態 ak|n⟩ は

∥ak|n⟩∥2 = n(n− 1) · · · (n− k + 1) > 0

1
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（k の取り方により各因子は正）。しかしその状態の N 固有値は n− k < 0 となり N ≥ 0 と矛盾する。ゆえ
に

n = 0, 1, 2, . . . .

特に a|0⟩ = 0 であり、H = h̄ω(N + 1/2) が従う。

設問 4 　 Heisenberg 方程式
Ȯ = (i/h̄)[H,O] だから

ẋ(t) =
i

h̄

[

p(t)2

2m
,x(t)

]

=
p(t)

m
, ṗ(t) =

i

h̄

[

mω2x(t)2

2
, p(t)

]

= −mω2x(t).

設問 5 　運動方程式の解と古典運動
初期条件 (x0, p0) を満たす線形方程式の一意解は

x(t) = x0 cosωt+
p0

mω
sinωt,

p(t) = p0 cosωt−mωx0 sinωt.

演算子方程式としての解は、古典調和振動子の位相空間軌道をそのまま再現する（ただし x0, p0 は非可
換）。同値な表示は a(t) = a e−iωt。

設問 6 　数状態での期待値
x(t) =

√

h̄/(2mω)(a e−iωt + a†eiωt)。異なる数状態が直交するため ⟨n|a|n⟩ = ⟨n|a†|n⟩ = 0。よって
⟨n|x(t)|n⟩ = 0, ⟨n|p(t)|n⟩ = 0.

これは数状態の平均位置・平均運動量は静止していることを表す。

設問 7 　コヒーレント状態の構成
基底状態を |G⟩ = |0⟩, a|G⟩ = 0 とし、

|λ⟩ = eλa
† |G⟩ (λ ∈ C)

と置く。Baker–Campbell–Hausdorೲ の最初の交換関係だけで
aeλa

†

= eλa
†

(a+ λ)

が成立するため a|λ⟩ = λ|λ⟩。したがって原題の正規化を無視した関数は
F (a, a†) = eλa

†

.

規格化した状態は |λ⟩norm = e−|λ|2/2eλa
† |0⟩。

2
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この状態で ⟨a⟩ = λ, ⟨a†⟩ = λ∗ なので
⟨x(t)⟩λ =

√

2h̄

mω
Re(λe−iωt),

⟨p(t)⟩λ =
√
2mh̄ω Im(λe−iωt).

解釈：λ = |λ|eiφ とすると、⟨x⟩ ∝ cos(ωt− φ), ⟨p⟩ ∝ − sin(ωt− φ)。期待値は古典軌道を描く。さ
らに ∆x2 = h̄/(2mω), ∆p2 = mh̄ω/2 で、最小不確定性を保つ。

■確認すべきポイント 　 (1) 位相の符号、(2) n が整数である証明で非負性を使っていること、(3) 数状
態とコヒーレント状態の時間依存性の違い。

3
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2003 年度（平成 15 年度）問題 1
無限深井戸の急変・断熱膨張・波動関数の展開

2002 年 8 月 27 日実施／出典：H15phys.pdf 問題 1（原題の直後に配置）
全体の見通し：0 < x < L に閉じ込めた基底状態の右壁を L → 2L に急に移すとき、波動関数は直
後に変わらないが、新しい箱の複数のエネルギー固有状態に展開される。断熱的な移動では一つの
固有状態に留まるため、エネルギーの結果が異なる。

設問 1 　初期基底状態
境界 ψ(0) = ψ(L) = 0 の箱の固有状態と固有エネルギーは

ϕ(L)
n (x) =

√

2

L
sin nπx

L
, E(L)

n =
n2π2h̄

2

2mL2
(n = 1, 2, . . . ).

したがって初期基底エネルギーは
E0 =

π2h̄
2

2mL2
.

設問 2 　右壁を瞬間的に 2L に移す場合
突然近似では波動関数は t = 0 で連続なので、新しい幅 2L での位置確率は

∫ L

0

|ψ(x, 0+)|2dx =

∫ L

0

2

L
sin2 πx

L
dx = 1.

したがって左半分で見つかる確率は 1。また壁を瞬間的に動かしても波動関数の形は変わらず、
ψ(x, 0+) = ψ(x, 0−) であるため

⟨H2L⟩0+ =

∫ 2L

0

h̄
2

2m
|∂xψ(x, 0+)|2 dx = E0.

Pleft(0
+) = 1, ⟨E⟩0+ = E0.

上の積分は境界条件を使った二次形式で評価した。x = L では波動関数は零であるため、分布微分に有限
の δ 型エネルギーは現れない。

設問 3 　左半分にある確率
ある時刻で ψ(x, t) が規格化されていれば、求める確率は定義から

Pleft(t) =

∫ L

0

|ψ(x, t)|2 dx.

1
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設問 4 　急変後の波動関数
幅 2L の規格化固有関数

φn(x) =
1√
L
sin nπx

2L
, En =

n2π2h̄
2

8mL2
=
n2

4
E0

で初期状態を展開する。係数は
cn =

∫ 2L

0

φn(x)
∗ψ(x, 0+) dx =

√
2

∫ 1

0

sin(πu) sin
(nπu

2

)

du.

積和公式で積分すると
cn =







1/
√
2, n = 2,

4
√
2 sin(nπ/2)
π(4− n2)

, n ̸= 2.

この式は n ̸= 2 の偶数で零になる。したがって
ψ(x, t) =

∞
∑

n=1

cn
1√
L
sin nπx

2L
exp

(

− in
2E0t

4h̄

)

, 0 < x < 2L.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
New-box quantum number n

0.0
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Pr
ob

ab
ilit

y 
|c

_n
|²

急拡張直後の新しい箱の固有状態への展開確率 |cn|
2。

設問 5 　右壁を断熱的に移す場合
十分に遅い連続移動では、初期基底状態は瞬間固有状態 n = 1 に留まる（断熱定理）。幅 2L に達したと
き

⟨E⟩ad =
π2h̄

2

2m(2L)2
=
E0

4
.

急変での ⟨E⟩ = E0 との違いは、波動関数が広がる過程で動く壁が粒子に仕事をすることに由来する。

設問 6 　移動壁に対する断熱展開の式
壁の位置を a(t) とすると、瞬間固有状態は

ϕn(x, a) =

√

2

a
sin nπx

a
, ϵn(a) =

n2π2h̄
2

2ma2
, 0 < x < a.

2
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原題の展開
ψ(x, t) =

∞
∑

m=1

cm(t)ϕm(x, a(t)) exp
[

− i

h̄

∫ t

0

ϵm(a(t′)) dt′
]

を時間依存 Schrödinger 方程式に代入する。瞬間固有状態の直交性を用いて ϕn に射影すると
ċn = −

∑

m

cmȧ ⟨ϕn|∂aϕm⟩exp
[

i

h̄

∫ t

0

(ϵn − ϵm) dt′
]

.

結合行列要素を具体的に計算する。 n ̸= m で
⟨ϕn|∂aϕm⟩ = −2mπ

a

∫ 1

0

u sin(nπu)cos(mπu) du

=
2mn(−1)m+n

a(n2 −m2)
.

n = mは規格化条件 ∂a⟨ϕn|ϕn⟩ = 0と実関数性から零。よって原題の ċn = −∑

m cm(iȧ/a)Jmne
i
∫
(ϵn−ϵm)/h̄

に合わせると
Jmn =







2imn(−1)m+n

m2 − n2
, m ̸= n,

0, m = n.

Jmn = J∗
nm は Hermite行列である。m ̸= nの振幅移行はエネルギー差 ∆ϵnm = h̄

2
π2|n2 −m2|/(2ma2)に

よって急速に振動する。従って低励起の各対に対して
|ȧ|
a
|Jmn| ≪

|ϵn − ϵm|
h̄

が満たされ、壁速度が滑らかに変化する場合は非断熱遷移が抑えられる。初めから基底状態なら
c1(t) ≃ c1(0), cn ̸=1(t) ≃ 0 となる。

設問 7 　古典的な粒子の断熱膨張
古典粒子の速さを u = p/m、壁の外向き速度を v = ȧ（0 < v ≪ u）とする。動く壁での弾性衝突では、
衝突後の速さは u− 2v となり、一衝突あたりのエネルギー変化は一次までで

∆E ≃ m

2
[(u− 2v)2 − u2] = −2muv = −2pv.

右壁への衝突頻度は約 u/(2a) だから
dE

dt
≃ (−2pv)

u

2a
= −2E

a
ȧ.

これを積分して Ea2 = const.、初期 a = L、終点 a = 2L なら
Eclassical,ad = E0

(

L

2L

)2

=
E0

4
.

比較：急変では分布がそのままで ⟨H⟩ = E0。断熱変化では量子数が保存されて E0/4。古典的には
繰り返す壁との衝突によってエネルギーが減る。異なる極限の操作を混同しないことが重要。

■独立検算 　解析式から∑

n |cn|2 = 1、∑n(n
2/4)|cn|2 = 1。打切り n ≤ 1000ではそれぞれ 0.9999999995、

0.9995947 となり 1 に収束する（エネルギーの方が収束が遅い）。
3
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2002 年度（平成 14 年度）・第 1 問
1次元調和振動子とコヒーレント状態

出典：提供原本 H14phys.pdf 2–3ページ。原題は直前に収録。
設問構成： 1. ハミルトニアンと昇降演算子、2. 基底・第 1励起波動関数、3(a). 固有値、(b). 内積、(c). 粒子数分布、
(d). 位置の分散、(e). 運動量の分散。注意：問題の |α⟩ = e

αa
†

|0⟩は非規格化状態である。
準備：交換関係を明示する
原題の定義を

a =

√

mω

2h̄
x̂+

i√
2mh̄ω

p̂, a† =

√

mω

2h̄
x̂− i√

2mh̄ω
p̂ (1)

とする。[x̂, p̂] = ih̄より、[a, a†] = 1であり、逆変換は
x̂ = x0(a+ a†), p̂ = ip0(a

† − a), x0 =

√

h̄

2mω
, p0 =

√

mh̄ω

2
. (2)

特に x0p0 = h̄/2である。
設問 1：ハミルトニアンと物理的意味

a†a =
mω

2h̄
x̂2 +

1

2mh̄ω
p̂2 − 1

2
, (3)

∴ H = h̄ω
(

a†a+ 1
2

)

. (4)

N̂ = a†aを粒子数（励起量子数）演算子とすると、[H, a] = −h̄ωa, [H, a†] = h̄ωa†。aはエネルギーを h̄ω下げ、
a† は h̄ω上げる。規格化固有状態 |n⟩に対して

a|n⟩ =
√
n|n− 1⟩, a†|n⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩, En = h̄ω(n+ 1

2 ). (5)

設問 2：基底状態と第 1 励起状態の波動関数
p̂ = −ih̄∂x を代入すると

aψ0 = 0 ⇐⇒
(

d

dx
+
mω

h̄
x

)

ψ0(x) = 0. (6)

よって、規格化を要求しない場合は任意定数 C により
ψ0(x) = C exp

(

−mωx
2

2h̄

)

. (7)

第 1励起状態は ψ1(x) ∝ a†ψ0(x)と作れる。微分すると
a†ψ0(x) =

√

2mω

h̄
xψ0(x), ψ1(x) = C1x exp

(

−mωx
2

2h̄

)

. (8)

規格化する場合は C = (mω/πh̄)1/4, ψ1 =
√

2mω/h̄ xψ0。偶・奇のパリティも確認できる。
設問 3(a)：コヒーレント状態は a の固有状態

[a, a†] = 1から [a, (a†)n] = n(a†)n−1。a|0⟩ = 0を使い、
aeαa

† |0⟩ =
∞
∑

n=0

αn

n!
a(a†)n|0⟩ =

∞
∑

n=1

αn

(n− 1)!
(a†)n−1|0⟩ = α|α⟩. (9)

a|α⟩ = α|α⟩. (10)

設問 3(b)：非規格化状態同士の内積
1
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⟨0|an(a†)m|0⟩ = n! δnm だから
⟨β∗|α⟩ = ⟨0|eβ∗aeαa

† |0⟩ =
∞
∑

n=0

(β∗α)n

n!
= eβ

∗α . (11)

したがって ⟨α∗|α⟩ = e|α|
2 であり、問題文の状態は非規格化。規格化した |α⟩norm = e−|α|2/2|α⟩に対し

norm⟨β|α⟩norm = e−(|α|2+|β|2)/2+β∗α. (12)

設問 3(c)：励起数 n の確率（Poisson 分布）
規格化状態を数状態で展開する：

|α⟩norm = e−|α|2/2
∞
∑

n=0

αn

√
n!
|n⟩. (13)

⟨n|α⟩norm = e−|α|2/2αn/
√
n!なので

Pn = e−|α|2 |α|2n
n!

(n = 0, 1, . . .). (14)

平均励起数と分散はともに |α|2。∑

n Pn = 1も指数級数から従う。
設問 3(d)：位置の期待値と分散

⟨a⟩ = α, ⟨a†⟩ = α∗, ⟨a2⟩ = α2, ⟨a†a⟩ = |α|2, ⟨aa†⟩ = |α|2 + 1を使う。
⟨x̂⟩ = x0(α+ α∗), (15)

⟨x̂2⟩ = x20
(

α2 + α∗2 + 2|α|2 + 1
)

, (16)

(∆x)2 = ⟨x̂2⟩ − ⟨x̂⟩2 =
h̄

2mω
. (17)

実数部 Reαは位置の中心を変えるが、波束の幅は変えない。
設問 3(e)：運動量の期待値と不確定性積
同様に p̂ = ip0(a

† − a)から
⟨p̂⟩ = ip0(α

∗ − α), (18)

⟨p̂2⟩ = p20
(

2|α|2 + 1− α2 − α∗2
)

, (19)

(∆p)2 = ⟨p̂2⟩ − ⟨p̂⟩2 =
mh̄ω

2
. (20)

ゆえに
∆x∆p =

h̄

2
, (∆x)2(∆p)2 =

h̄
2

4
. (21)

これは Heisenberg不確定性関係の等号成立例である。実数・複素の任意の αに対して成立する。αによって中心は変わっても、最小不確定波束の幅は変わらない。
検算： α = 0では基底状態に戻り、P0 = 1, ⟨x⟩ = ⟨p⟩ = 0。|α| ≫ 1では Pn の平均が |α|2 となり、量子数の典型値は大きくなる一方、∆xと ∆pは一定である。

2
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2001 年度（平成 13 年度）・第 1 問
1次元有限井戸の束縛状態：任意の浅い引力井戸
出典：提供原本 H13phys.pdf 2ページ。原題は直前に収録。

問題設定： U(x) = −U0（|x| ≤ a）、U(x) = 0（|x| > a）、U0 > 0。束縛状態のエネルギーは −U0 < E < 0。設問：
1(a,b)不確定性による見積り、2(a–d)厳密解・存在証明・浅い井戸のエネルギーと確率比。
設問 1(a)：不確定性原理を使う粗い見積り
粒子の位置の不確定性を問題の指定通り ∆x = aと仮定すれば、Heisenbergの不確定性関係から

∆x∆p ≥ h̄

2
=⇒ ∆p ≥ h̄

2a
. (1)

これが原題の∆pを一意に決めるわけではない。∆p ≃ h̄/(2a)は最小不確定を用いた桁の見積りであり、∆x = a自体も後半の厳密解では正しくない。
設問 1(b)：誤った閾値予想とその限界
qを粒子の典型的な運動量の大きさと書く。q ≳ ∆pと見積もるなら束縛の条件 q2/(2m) < U0 から

U0 ≳
(∆p)2

2m
≳

h̄
2

8ma2
(2)

という見かけ上の閾値が推測される。ただし、粒子を井戸の幅 2aの内部に閉じ込めたとの仮定が誤りであり、この不等式は厳密な必要条件ではない。次の設問で反例を得る。
設問 2(a)：厳密な波動関数と固有値方程式
束縛状態では −U0 < E < 0とし

q =

√

2m(E + U0)

h̄
> 0, κ =

√
−2mE

h̄
> 0, q2 + κ2 =

2mU0

h̄
2 . (3)

ポテンシャルは偶関数だから、固有状態は偶または奇のパリティに取れる。x = ±aでの ψ と ψ′ の連続性から、偶状態は
ψ+(x) = A

{

cos(qx), |x| ≤ a,

cos(qa)e−κ(|x|−a), |x| > a,
q tan(qa) = κ . (4)

奇状態は
ψ−(x) = B

{

sin(qx), |x| ≤ a,

sgn(x) sin(qa)e−κ(|x|−a), |x| > a,
−q cot(qa) = κ . (5)

さらに E = −h̄2κ2/(2m)。A,Bは原題の指定通り非規格化の定数でよい。任意に浅い井戸で存在する状態は偶の基底状態である。
設問 2(b)：どんな U0 > 0 にも束縛状態が存在する
偶状態の方程式だけを調べれば十分。z = qa ∈ (0, π/2)とおくと

κa = z tan z,
2ma2U0

h̄
2 = z2(1 + tan2 z) =

( z

cos z

)2

. (6)

関数 f(z) = z/ cos z は 0 < z < π/2で連続・単調増加し、f(0+) = 0、f(π/2−) = +∞。したがってすべての
U0 > 0に対してただ一つの zが存在し、κ = z tan z/a > 0。よって

任意のU0 > 0に対してE < 0の偶束縛状態が存在する。 (7)

これは 1次元短距離引力井戸の特有の性質であり、前半の推測を否定する。
設問 2(c)：浅い井戸 U0 ≪ h̄

2/(ma
2) のエネルギー

無次元量 g = 2ma2U0/h̄
2 ≪ 1を導入する。z ≪ 1なので

g = z2 sec2 z = z2 + z4 +O(z6), κa = z tan z = z2 + 1
3z

4 +O(z6). (8)

1
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z2 = g +O(g2)より κa = g +O(g2)。ゆえに
κ ≃ 2maU0

h̄
2 , E ≃ −2ma2U2

0

h̄
2 . (9)

一次元では浅い井戸の結合エネルギーは深さの 2乗で小さくなる。
設問 2(d)：井戸の外側と内側にある確率の比
偶の基底状態の波動関数を用い、規格化係数 Aは比で消える。外側の確率

Pout = 2|A|2 cos2(qa)
∫ ∞

a

e−2κ(x−a)dx = |A|2 cos
2(qa)

κ
. (10)

内側の確率
Pin = |A|2

∫

a

−a

cos2(qx)dx = |A|2
(

a+
sin(2qa)

2q

)

. (11)

したがって、どんな深さでも正確な比は
R =

Pout

Pin
=

cos2(qa)

κ
(

a+ sin(2qa)
2q

) . (12)

浅い井戸では qa≪ 1, κa≪ 1で cos qa ≃ 1, sin(2qa)/(2q) ≃ a。よって
R ≃ 1

2κa
≃ h̄

2

4ma2U0
≫ 1 . (13)

粒子は束縛されているにもかかわらず、大部分の確率が井戸の外側にある。波動関数は長さ κ−1 ∝ U−1
0 の領域へ広がり、∆x ≃ aという設問 1の仮定が成立しなくなる。従って、深さの有限な閾値は生じない。

解析解の数値検算
h̄ = m = a = 1として偶状態の z/ cos z =

√
2U0 を数値的に解いた。浅い井戸ほど近似が改善する。

U0 厳密 E 近似 −2U2

0 厳密 R 近似 1/(4U0)

0.01 −0.000194825 −0.000200000 24.9991 25.0000
0.05 −0.00442107 −0.00500000 4.99621 5.00000
0.10 −0.0158982 −0.0200000 2.49340 2.50000

図：浅い有限井戸に束縛された偶基底状態。確率密度は井戸の外側にも長く延びる。
結論： E < 0を厳密に満たす状態が任意に小さい U0 > 0で存在することと、∆x ≃ aの見積りが破綻することは矛盾しない。束縛状態が浅くなるほど粒子の空間的な広がりが大きくなるためである。

2
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年度別目次

年度 収録テーマ 頁

2026 高分子鎖とIsing模型 3

2025 調和トラップ中のBose気体 8

2024 理想気体と吸着平衡 13

2023 Dirac電子・低温比熱 18

2022 Bose凝縮と磁場 23

2020 古典理想気体・Fermi統計 28

2019 2方向スピン模型・転送行列 34

2018 古典理想気体・有限箱Bose気体 39

2017 反強磁性Ising模型 44

2016 連成振動子とフォノンの低温比熱 49

2015 高分子鎖と揺らぎ・応答 53

2014 2次元Fermi気体・2バンド 57

2013 3次元理想Bose気体・断熱磁場変化 62

2012 剛体回転子・オルト／パラ水素 67

2011 三角スピン模型・Brillouin関数 70

2010 2状態鎖状分子とエントロピー 74

2009 Fermi・Bose統計と大分配関数 78

2008 3状態分子と揺らぎ・応答 83

2007 相互作用スピン対の磁化率 86

2006 黒体放射とPlanck分布 89

2005 自由電子気体と熱電子放出 92

2004 2状態鎖状分子・張力・Gibbs自由エネルギー 95

2003 二元合金・平均場・Landau展開・相分離 100

2002 鎖状高分子・エントロピー弾性と電場 105

2001 周期1次元Ising模型・分配関数 108

注：2021年度の原題は収録していません。原題の後に独立解答を配置しています。
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2026 年度・統計力学第 2 問
高分子のエントロピー弾性から 1次元 Ising模型へ

大学院理学系研究科物理学専攻・入学試験（独立解答）
出典と収録範囲：添付原本「R8Master.pdf（原本 4–5ページ）」第 2問。原題は解答の直前に画像で収録する。全設問を解説。これは東京大学の公式模範解答ではない。
問題全体の見通し
長さ aの棒状分子をN 本つないだ 1次元鎖を考える。前半は右向き・左向きの配置数から弾性力を導く。後半では隣接する向きの相互作用を導入し、一次元 Ising模型の転送行列から熱力学極限の自由エネルギーと小伸長弾性を計算する。r = R/(Na) ∈ [−1, 1]、β = (kBT )

−1 とする。
問 1：配置数とエントロピー
右向き N+、左向き N− のとき N+ +N− = N、R = a(N+ −N−)。区別できる棒の向きを指定する組合せの数は

W (N+, N−) =
N !

N+!N−!
, N± =

N

2
(1± r). (1)

Stirling近似 lnn! ' n lnn− nより、−1 < r < 1で
S(r) = kB lnW ' NkB

[
−
1 + r

2
ln

1 + r

2
−

1− r

2
ln

1− r

2

]
(2)

= NkB

[
ln 2−

1 + r

2
ln(1 + r)−

1− r

2
ln(1− r)

]
. (3)

S は r = 0で最大。|r|を大きくするほど向きを選ぶ自由度が減るため、エントロピーは減少する。

問 2：エントロピー起源の力と Hookeの法則
問題で定義された力は FS = T (∂S/∂r)/(Na)である。問 1を微分すると

∂S

∂r
=

NkB

2
ln

1− r

1 + r
= −NkB artanh r, (4)

FS(r) = −
kBT

a
artanh r = −

kBT

2a
ln

1 + r

1− r
. (5)

|r| � 1では artanh r = r + r3/3 + · · · なので
FS ' −

kBT

a
r = −

kBT

Na2
R . (6)

これは小伸長での Hooke則 F = −KR、有効ばね定数 K = kBT/(Na2)を表す。T に比例する点がエントロピー弾性の特徴である。
1
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問 3：転送行列を二回かけるときの端点補正
向き σi = ±1に対し、原題に与えられたエネルギーは U = −u

∑N−1

i=1
σiσi+1 − ha

∑N

i=1
σi。転送行列を

Mσ,τ = exp
(
βuστ +

βha

2
(σ + τ)

)
, M =

(
eβu+βha e−βu

e−βu eβu−βha

)
(7)

とおく。(M2)σ1,σ3
=

∑
σ2=±1

Mσ1σ2
Mσ2σ3

であり、指数は
βu(σ1σ2 + σ2σ3) + βha(σ1 + σ2 + σ3)−

βha

2
(σ1 + σ3) . (8)

したがって原題の空欄は βha(σ1 + σ3)/2 となる。これは内部のスピンに比べ、端点の磁場エネルギーが各転送行列では半分しか計上されないことを補う。
問 4：分配関数の正確な端点因子
長さ N の鎖でMN−1 を掛けると、内部の σ2, . . . , σN−1 は磁場項に 1回分、両端 σ1, σN は半分しか入らない。そのため

ZN (h) =
∑

σ1=±1

∑

σN=±1

(MN−1)σ1,σN
exp

[
βha

2
(σ1 + σN )

]
. (9)

原題の空欄は βha(σ1 + σN )/2 である。これにより有限 N の分配関数が正確に再現される。
問 5：熱力学極限と自由エネルギー
固有値は問題に与えられた

λ± = eβu cosh(βha)±
√
e2βu sinh2(βha) + e−2βu. (10)

有限温度では λ+ > |λ−|が成立する。端点の寄与は N → ∞で無視できるため、
limN→∞ N−1 lnZN = lnλ+。従って

f(h) = −kBT ln
[
eβu cosh(βha) +

√
e2βu sinh2(βha) + e−2βu

]
. (11)

h = 0では λ+ = eβu + e−βu = 2 cosh(βu)。
f(0) = −kBT ln[2 cosh(βu)] . (12)

問 6：弱電場での自由エネルギーの二次展開
H = βha、U = βuとおく。H が小さいとき

coshH = 1 + 1

2
H2 +O(H4), (13)

√
e2U sinh2 H + e−2U = e−U

[
1 + 1

2
e4UH2 +O(H4)

]
. (14)

したがって λ+(H) = 2 coshU [1 + 1

2
e2UH2 +O(H4)]。対数を取れば

f(h) = −kBT ln(2 coshβu)−
βa2e2βu

2
h2 +O(h4) . (15)

一次の項がないのは h 7→ −hで模型が対称なためである。−f ′′(0) = βa2e2βu は一分子当たりの線形応答率である。
問 7：Legendre変換で伸長を固定する
問題が与えた g(r) = minh{f(h) + rah}を用いる。停留条件は

ra = −f ′(h) = βa2e2βuh+O(h3), h∗(r) =
kBT

a
e−2βur +O(r3) . (16)

2



東大理物院試・統計力学／量子統計詳解集 2026 年度

これを f(h) + rahに代入すれば
g(r) = −kBT ln(2 coshβu) +

kBT

2
e−2βur2 +O(r4) . (17)

ここで gは棒 1本当たりの自由エネルギーである。h∗ を変分変数として最小化するのは、f(h)が hに関して凹であるため、厳密には符号に注意を要する。
原題への数学的注記：表記 g(r) = minh[f(h) + rah]は、f ′′(h) < 0となる実際の Ising自由エネルギーでは大域的な最小値を持たない。正しい Legendre–Fenchel変換は g(r) = sup

h
[f(h) + rah]（あるいは停留点による定義）である。本解答では設問の停留条件 ra = −f ′(h)を用いており、求める小 r展開はこの定義で正しい。

問 8：有効分子長と相互作用の物理的意味
F = −

1

a

∂g

∂r
' −

kBT

a
e−2βur = −

kBT

Na2
e−2βuR . (18)

問 2の FS ' −kBTR/(Na2)と比較すると
ã = aeβu , F ' −

kBT

Nã 2
R. (19)

u > 0は隣接棒が同方向を好む強磁性的結合で、鎖が相関を保ちやすくなり ã > a（柔らかい）。u < 0は交互配向を好み、ã < a（硬い）。この一致は |r| � 1とN → ∞の線形応答に限られ、相関長が鎖全体と同程度なら有限サイズの補正を考える必要がある。

最終チェック
• 配置数W から S(r)、さらに FS へ微分できること。
• 転送行列の端点の磁場項を半分ずつ配置する理由。
• λ+支配の熱力学極限と f(h)の偶関数性。
• Legendre変換の「最小化」と「最大化」の違いを理解すること。

3
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2025 年度・統計力学第 2 問
調和トラップ中のボース気体と Bose–Einstein凝縮

大学院理学系研究科物理学専攻・入学試験（独立解答）
出典と収録範囲：添付原本「R7Master.pdf（原本 6–7ページ）」第 2問。原題は解答の直前に画像で収録する。全設問を解説。これは東京大学の公式模範解答ではない。
問題全体の見通し
相互作用せず、同一で区別できない N 個のボース粒子を 3次元等方的調和トラップに閉じ込める。基底エネルギーを 0とした一粒子準位は

Enxnynz
= (nx + ny + nz)h̄ω, nx, ny, nz = 0, 1, 2, . . . . (1)

(A)の高温では古典 Boltzmann近似、(B)の低温では Bose分布を用いる。β = (kBT )
−1、x = βh̄ωと置く。

(A)問 1：一粒子分配関数
3軸方向の量子数は独立で、等比級数の積で求まる。

Z1 =
∑

nx,ny,nz≥0

e−x(nx+ny+nz) =

(

∞
∑

n=0

e−xn

)3

=
1

(1− e−x)3
. (2)

E = 0にゼロ点エネルギーを合わせた設定なので、各軸の e−x/2 因子はない。
(A)問 2：高温でのエネルギー期待値
問題に指定された古典極限での多粒子分配関数は Z = ZN

1 /N !。N !は β に依らないから
⟨Ĥ⟩ = −∂ lnZ

∂β
= −N

∂ lnZ1

∂β
=

3Nh̄ω

eβh̄ω − 1
. (3)

x ≪ 1で (ex − 1)−1 = x−1 − 1/2 + x/12 +O(x3)。従って
⟨Ĥ⟩ = 3NkBT − 3Nh̄ω

2
+

N(h̄ω)2

4kBT
+O

(

N(h̄ω)4

(kBT )3

)

(4)

で、最高次は 3NkBT である。
(A)問 3：通常の単原子分子理想気体との違い

3次元自由粒子は p2x, p
2
y, p

2
z の 3個の独立二次項のみなので等分配則により U = 3NkBT/2。対して調和トラップの古典ハミルトニアンは

Hcl =

N
∑

i=1

∑

j=x,y,z

(

p2ij

2m
+

mω2q2ij

2

)

(5)

で、運動量 3個に加えて位置 3個の二次項がある。全 6項 ×kBT/2だから ⟨H⟩ = 3NkBT。問題のエネルギーは −3Nh̄ω/2の基底点補正を含んでおり、高温ではこの有限の差が相対的に小さくなる。
(A)問 4：トラップの有効体積と圧力
原題は粒子分布の代表半径から、有効体積

V ≃ 4
√
3π

(

kBT

mω2

)3/2

(6)

を定義する。温度一定のとき V ∝ ω−3、従って ∂ lnω/∂V = −1/(3V )。x ≪ 1では
Z1 ≃

(

kBT

h̄ω

)3

, FH = −kBT ln(ZN
1 /N !) ≃ 3NkBT ln(βh̄ω) + kBT lnN !. (7)

よって
p = −

(

∂FH

∂V

)

T,N

= −3NkBT
∂ lnω
∂V

=
NkBT

V
. (8)

1



東大理物院試・統計力学／量子統計詳解集 2025 年度

この pは、通常の容器壁がなくても「有効体積を変える一般化力」として定義できる。
(A)問 5：状態方程式
前問より高温・古典極限では

pV = NkBT . (9)

調和トラップに閉じ込めた気体でも、適切な体積の定義に対して理想気体の状態方程式に一致する。
(B)問 6：積算状態数と状態密度
エネルギー E 以下は nx + ny + nz ≤ q = ⌊E/(h̄ω)⌋を満たす非負整数の組である。nx + ny + nz = kの組は

(

k+2
2

)個だから
Ω(E) =

q
∑

k=0

(

k + 2

2

)

=

(

q + 3

3

)

=
(q + 1)(q + 2)(q + 3)

6
. (10)

E ≫ h̄ωでは q ≃ E/(h̄ω)より
Ω(E) ≃ E3

6(h̄ω)3
, D(E) =

dΩ
dE

≃ E2

2(h̄ω)3
. (11)

離散的な状態密度を連続関数として扱う近似で、基底の E = 0は別の項 N0 に分離する。
(B)問 7：凝縮温度と非凝縮条件

Bose分布 f(E) = [eβ(E−µ) − 1]−1 を用いる。基底エネルギーが 0なので µ ≤ 0。励起状態の粒子数は
Nex(T, µ) =

∫ ∞

0

E2dE
2(h̄ω)3[eβ(E−µ) − 1]

(12)

=
(kBT )

3

2(h̄ω)3
η3(βµ), ηs(z) =

∫ ∞

0

ys−1dy
ey−z − 1

. (13)

η3 は単調増加なので、µ ≤ 0から Nex ≤ (kBT/h̄ω)
3η3(0)/2。幾何級数を積分して

η3(0) =

∞
∑

ℓ=1

∫ ∞

0

y2e−ℓydy = 2

∞
∑

ℓ=1

ℓ−3 = 2ζ(3). (14)

従って凝縮せず N0 ≃ 0とみなせるための条件は
N ≤ ζ(3)

(

kBT

h̄ω

)3

⇐⇒ T ≥ Tc , Tc =
h̄ω

kB

(

N

ζ(3)

)1/3

. (15)

Tc は大粒子数の連続状態密度近似における転移温度である。
(B)問 8：凝縮温度以下の基底粒子数

T < Tc では µ ≃ 0に張り付き、励起状態は最大収容数 Nex ≃ ζ(3)(kBT/h̄ω)
3 まで占有される。従って

N0 = N −Nex ≃ N

[

1−
(

T

Tc

)3
]

, (T < Tc). (16)

温度が Tc に近づくと連続的に N0/N → 0。これは熱力学極限近似の結果で、有限個のトラップ粒子では厳密な非解析的相転移ではない。

2
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最終チェック
• 高温の Boltzmann近似 Z = ZN

1 /N !と低温の Bose分布を混同しない。
• 基底エネルギーを 0にした効果と、自由粒子との等分配則の差を区別する。
• D(E) ∝ E2 が Nex ∝ T 3 を生むことを確認する。
• η3(0) = 2ζ(3)の係数 2を落とさない。

3
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2024 年度・統計力学第 2 問
単原子理想気体と Langmuir型の分子吸着平衡
大学院理学系研究科物理学専攻・入学試験（独立解答）

出典と収録範囲：添付原本「R6Master.pdf（原本 6–7ページ）」第 2問。原題は解答の直前に画像で収録する。全設問を解説。これは東京大学の公式模範解答ではない。
問題全体の見通し
質量mの同種単原子粒子 N ≫ 1個からなる古典理想気体を扱う。まずカノニカル分布から状態方程式、自由エネルギーとエントロピーを導き、次に化学ポテンシャルを用いて表面の吸着サイトの占有率を求める。原題の指定に従い

α =

(

2πm

h2

)3/2

, β = (kBT )
−1 (1)

と定義する（ここで hは Planck定数、h̄ = h/(2π)）。
問 1：一粒子および N 粒子の分配関数
一粒子の Hamilton関数は H1 = p

2/(2m)。位相空間で積分すると
z1(T, V ) =

1

h3

∫

V

d3x
∫

R3

d3p e−βp2/(2m) =
V

h3

(

2πm

β

)3/2

(2)

= V α(kBT )
3/2 . (3)

粒子は同種で区別できず、古典的な希薄気体なので Gibbs補正 N !を割る：
Z(T, V,N) =

z1(T, V )N

N !
=

[V α(kBT )
3/2]N

N !
. (4)

問 2：Helmholtz自由エネルギー
F = −kBT lnZ、lnN ! ≃ N lnN −N を用いると

F (T, V,N) = −NkBT

{

ln
[

V α(kBT )
3/2

N

]

+ 1

}

. (5)

熱的 de Broglie波長 λT = h/
√
2πmkBT を使えば F = −NkBT [ln(V /(Nλ3

T )) + 1]とも書ける。
問 3：自由エネルギーの示量性

T を固定し、V → γV, N → γN とする。比 V /N は変化しないため
F (T, γV, γN) = γF (T, V,N). (6)

従って F は熱力学極限で示量変数 V,N に関して 1次同次であり、示量性を満たす。
問 4：エネルギーと相対揺らぎ
カノニカル分布では ⟨E⟩ = −∂β lnZ、Var(E) = ∂2

β lnZ。Z ∝ β−3N/2 から
⟨E⟩ = 3N

2β
=

3

2
NkBT , ⟨(E − ⟨E⟩)2⟩ = 3N

2β2
=

3

2
N(kBT )

2 . (7)

問題の要求する相対分散は
⟨(E − ⟨E⟩)2⟩

⟨E⟩2 =
2

3N
. (8)

相対標準偏差は√

2/(3N)なので、熱力学的に大きい N ではエネルギーは鋭く集中する。
問 5：エントロピー

1
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熱力学恒等式 S = −(∂F/∂T )V,N で、F = −NkBT [A(T )+ 1]、A(T ) = ln(V α(kBT )
3/2/N)とおくと TA′(T ) =

3/2。よって
S = NkB

[

ln
(

V α(kBT )
3/2

N

)

+
5

2

]

. (9)

これは Sackur–Tetrode型の古典理想気体の式で、量子縮退が無視できる範囲で成立する。
問 6：温度 T・圧力 p指定時の体積

F を微分して p = −(∂F/∂V )T,N = NkBT/V。従って
V =

NkBT

p
. (10)

問 7：化学ポテンシャル
固定 T, V で µ = (∂F/∂N)T,V とすると

µ = kBT ln
[

N

V α(kBT )3/2

]

. (11)

前問の N/V = p/(kBT )を代入して
µ(T, p) = kBT ln

[

p

α(kBT )5/2

]

. (12)

吸着粒子と気相粒子の平衡では、この µが共通になる。
問 8：独立な吸着サイトの大分配関数
各サイトの占有数は n = 0または n = 1。空ならエネルギー 0、吸着時は −ε（ε > 0）。1サイトの grand

partition functionは
Ξ1 =

1
∑

n=0

e−β(En−µn) = 1 + eβ(µ+ε). (13)

M サイトが独立なので
Ξ(T, µ,M) =

[

1 + eβ(µ+ε)
]M

. (14)

問 9：吸着サイトの占有率
平均吸着粒子数は ⟨nads⟩ = β−1∂µ lnΞ。占有率 θ = ⟨nads⟩/M は

θ =
eβ(µ+ε)

1 + eβ(µ+ε)
=

1

1 + e−β(µ+ε)
. (15)

µ(T, p)を代入し、K(T ) = α(kBT )
5/2e−ε/(kBT ) とおけば

θ(T, p) =
p

p+K(T )
. (16)

圧力がK(T )に等しいとき θ = 1/2。これは独立・単層吸着を仮定した Langmuir型の吸着等温式である。
問 10：温度一定の吸着曲線

K(T ) > 0を固定して p ≥ 0で θ = p/(p+K)を考える。微分すれば
dθ
dp

=
K

(p+K)2
> 0,

d2θ
dp2

= − 2K

(p+K)3
< 0. (17)

従って θ(0) = 0から単調増加・上に凸（数学的には二階微分負、凹関数）で 1へ漸近する。

2
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低圧では θ ≃ p/K、高圧では θ → 1。各サイトに分子は 1個しか吸着できないため、いくら圧力を高めても占有率は 1を超えない。
最終チェック

• 古典的同種粒子の Gibbs補正 1/N !を忘れない。
• 相対分散 2/(3N)と相対標準偏差√

2/(3N)を混同しない。
• pV = NkBT を介して µ(T, p)を得る。
• 吸着等温式は独立サイト・二値占有・吸着エネルギー固定の仮定に依存する。

3
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2023 年度・統計力学第 2 問
3次元 Dirac電子の状態密度と低温比熱
大学院理学系研究科物理学専攻・入学試験（独立解答）

出典と収録範囲：添付原本「R5master.pdf（PDF 6–7ページ、冊子内 3–4ページ）」第 2問。原題は解答の直前に画像で収録する。全設問を解説。これは東京大学の公式模範解答ではない。
問題全体の見通し
立方体 V = L3 中の非相互作用電子の二成分模型 H(k) = h̄v k · σを考える。周期境界条件、|k| ≤ k0、二つのエネルギー枝 εk,1 ≤ εk,2、化学ポテンシャル µ = 0を原題の通り採用する。電子スピン等の追加縮退は置かない。ε0 = h̄vk0, β = 1/(kBT )とする。

問 1：kx = ky = 0の許容波数と分散
周期境界条件 eikzL = 1から

kz =
2πn

L
(n ∈ Z), H = h̄vkzσz =

(

h̄vkz 0
0 −h̄vkz

)

. (1)

よって εkz,1 = −h̄v|kz|, εkz,2 = h̄v|kz|。kz = 0では 2枝が接する。枝ラベルを固定したときの固有ベクトルは
kz の符号で入れ替わる。
問 2：一次元の正エネルギー状態数 Ω0(ε)

0 < εkz,a < εの正エネルギー状態は、n ̸= 0の各波数に 1本ずつ（正・負の nの双方）ある。許容値を厳密に数えると、εが固有値と重ならない場合
Ω0(ε) = 2

⌊

Lε

2πh̄v

⌋

, (2)

固有値と一致する場合は上端を除くように階段値を調整する。したがって Lが大きい連続近似では
Ω0(ε) ≃

Lε

πh̄v
. (3)

原題の波数切断により、0 ≤ ε ≤ ε0 の範囲のみ対象とする。kz = 0の零エネルギー状態は 0 < ε′ から除く。
問 3：一般の kの二つの固有エネルギー

Pauli行列の積 σiσj = δijI + i
∑

l ϵijlσl を用いると
(k · σ)2 = |k|2I. (4)

また trH = 0であるから、固有値は逆符号の対となる。結論は
εk,1 = −h̄v|k|, εk,2 = +h̄v|k| . (5)

問 4：3次元の状態数と状態密度
0 < ε′ < εにある正エネルギー枝の一粒子状態数を数える。k空間の体積要素に V /(2π)3 を掛ければ

Ω(ε) =
V

(2π)3
4π

3

( ε

h̄v

)3

=
V ε3

6π2(h̄v)3
, (6)

D(ε) =
dΩ
dε

=
V ε2

2π2(h̄v)3
(0 < ε < ε0). (7)

負エネルギー枝にも絶対値が同じ状態密度があるが、Ωと Dの定義には含めず、問 5で別途足す。

1
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図 1：正エネルギー枝の状態密度。破線は通常金属の Fermi面近傍との模式比較。
問 5：Fermi粒子の大分配関数

µ = 0で、一粒子の占有数は nk,a = 0, 1。各状態の因子は 1 + e−βεk,a だから
logΞ =

∑

k,a

log
(

1 + e−βεk,a

)

(8)

=

∫ ε0

0

D(ε)
[

log(1 + e−βε) + log(1 + eβε)
]

dε. (9)

log(1 + ex) = x+ log(1 + e−x)を使えば、原題指定の logΞ =
∫

F (ε)dεに対する答えは
F (ε) = D(ε)

[

βε+ 2 log(1 + e−βε)
]

. (10)

第一項は負エネルギー枝が全て満たされた基底状態の寄与であり、低温励起の寄与とは区別される。
問 6：低温での logΞ

ε0 ≫ kBT のとき、第一項の積分は厳密に
β

∫ ε0

0

D(ε)εdε =
V βε4

0

8π2(h̄v)3
. (11)

第二項を部分積分すると
2

∫ ε0

0

D(ε) log(1 + e−βε)dε =
V

π2(h̄v)3

[

ε3
0

3
log(1 + e−βε0) +

β

3

∫ ε0

0

ε3

eβε + 1
dε
]

. (12)

原題で指定された積分 ∫

∞

0
x3/(ex + 1)dx = 7π4/120を用い、上端から無限遠までの尾部を無視すると

logΞ ≃
V βε4

0

8π2(h̄v)3
+

7π2V

360(h̄v)3β3
. (13)

無視した端点寄与と積分尾部は e−βε0 によって抑制される。T に依らない真空エネルギー由来の項を消してはいけない点に注意。
問 7：内部エネルギーと熱容量

µ = 0で U = −∂β logΞより
U ≃ −

V ε4
0

8π2(h̄v)3
+

7π2V

120(h̄v)3
(kBT )

4 . (14)

体積一定の熱容量は
CV =

(

∂U

∂T

)

V

≃
7π2V kB

30(h̄v)3
(kBT )

3 . (15)

基底エネルギー（負の定数）は熱容量には寄与しない。体積は固定されているので原題の C = ∂U/∂T と一致する。
2
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問 8：通常金属との低温比熱の比較
通常金属は Fermi面の近くで状態密度 D(EF ) ̸= 0がほぼ一定であり、熱励起に参加する状態数が ∝ T だから、電子比熱も CV ∝ T となる。一方、µ = 0の Dirac点では

D(ε) ∝ ε2, 熱的励起の有効状態数 ∝ T 3, Uth ∝ T 4, CV ∝ T 3. (16)

図 2：温度べきの模式比較（両曲線は任意の正規化）。
計算の要点： µ = 0の二枝を両方数えること、正の状態密度D(ε)を負の枝にも再利用すること、logΞの定数の基底エネルギーと熱励起分を分離すること。T ≪ ε0/kB の極限の結果である。

3
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2022 年度・統計力学第 2 問
理想 Bose気体の凝縮と磁場中のスピン縮退
大学院理学系研究科物理学専攻・入学試験（独立解答）

出典と収録範囲：添付原本「R4master.pdf（PDF 6–7ページ、冊子内 3–4ページ）」第 2問。原題は解答の直前に画像で収録する。全設問を解説。これは東京大学の公式模範解答ではない。
問題全体の見通し
周期境界条件を課した体積 V = L3の非相互作用 Bose粒子を考える。最初はスピン 0、後半でスピン Sの縮

退と外部磁場を加える。連続準位近似・熱力学極限で計算し、β = (kBT )
−1、λT =

√

2πh̄
2
/(mkBT )と置く。有限系の基底状態は励起状態の連続積分に含めず別に数える。

問 1：1粒子の固有エネルギーと波動関数
ψ(r + Lej) = ψ(r)より kj = 2πnj/L。規格化した一粒子状態とエネルギーは

ψn(r) = V −1/2 exp
(

2πi

L
n · r

)

, En =
h̄
2

2m

(

2π

L

)2

(n2
x + n2

y + n2
z) , n ∈ Z

3. (1)

(0, 0, 0)の基底エネルギーは 0。
問 2：Bose分布を大分配関数から導く
エネルギー Ei の一粒子状態は ni = 0, 1, 2, . . .個を占有できるから

Ξi =

∞
∑

ni=0

e−β(Ei−µ)ni =
1

1− e−β(Ei−µ)
. (2)

ただし収束には µ < Ei が必要であり、基底 E0 = 0から µ ≤ 0。平均占有数は
f(Ei, µ) =

1

β

∂ logΞi

∂µ
=

1

eβ(Ei−µ) − 1
. (3)

凝縮点で µ ↑ 0とすると、E = 0の基底粒子数は積分近似とは別扱いにする。
問 3：3次元の状態密度
k =

√
2mE/h̄の球内部の格子点数は

Ω(E) ≃ V

(2π)3
4πk3

3
=

V

6π2

(

2mE

h̄
2

)3/2

. (4)

ゆえに
D(E) =

dΩ
dE

=
V

4π2

(

2m

h̄
2

)3/2 √
E (E > 0). (5)

スピン 0なので追加縮退因子はない。
問 4：µ = 0での励起粒子数と上限
単調性は

∂f(E, µ)

∂µ
=

βeβ(E−µ)

(eβ(E−µ) − 1)2
> 0 (E > 0). (6)

したがって、µ ≤ 0で励起粒子数は µ = 0が最大となる。E = kBTxとして原題の積分公式を用いると
Nmax

ex (T ) =

∫

∞

0

D(E)dE
eβE − 1

=
V

λ3T
ζ

(

3

2

)

(7)

= V

(

mkBT

2πh̄
2

)3/2

ζ

(

3

2

)

. (8)

熱力学極限で N > Nmax
ex (T )なら、超過分は基底を占める必要がある。

1
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問 5：Bose–Einstein凝縮温度
臨界点で N = Nmax

ex (Tc)、µ→ 0だから
Tc =

2πh̄
2

mkB

[

N

V ζ(3/2)

]2/3

. (9)

粒子密度 N/V を固定した熱力学極限での式である。
問 6：凝縮粒子数
T < Tc で µ = 0のまま Nex = N(T/Tc)

3/2。従って
N0 = N

[

1−
(

T

Tc

)3/2
]

,
N0

N
= 1−

(

T

Tc

)3/2

. (10)

図 1：スピン 0の理想気体の凝縮割合。
問 7：定積熱容量の温度指数
基底エネルギーは 0なのでエネルギーは励起状態のみが担う。原題の T < Tc では

U =

∫

∞

0

ED(E)f(E, 0)dE (11)

=
3

2

V

λ3T
kBTζ(5/2) =

3

2
V

(

mkB

2πh̄
2

)3/2

kBζ(5/2)T
5/2. (12)

よって
CV =

∂U

∂T

∣

∣

∣

N,V
=

15

4
V

(

mkB

2πh̄
2

)3/2

kBζ(5/2)T
3/2 , γ =

3

2
. (13)

凝縮した粒子数は変化するが、その粒子の基底エネルギーが 0なので上式に寄与しない。
問 8：スピン S、磁場なしの臨界温度
スピン方向はmz = −S,−S + 1, . . . , S の g = 2S + 1状態。各運動状態は g重に縮退するため

DS(E) = gD(E) , N = g
V

λ3T ′

c

ζ

(

3

2

)

. (14)

スピン 0の臨界温度 Tc と比べて
T ′

c(0) =
Tc

(2S + 1)2/3
. (15)

ここで T ′

c はスピン S の場合の転移温度。縮退が増えると各状態に粒子が分散できるため転移温度は下がる。
問 9：磁場中の凝縮温度を決める方程式
原題の Zeemanエネルギーは −cmzB（c > 0, B ≥ 0）。最低状態はmz = S で、基底エネルギーは −cSB。従って臨界点の化学ポテンシャルは µ = −cSB となる。運動エネルギー E ≥ 0と j = S −mz ∈ {0, 1, . . . , 2S}を用いれば励起の平均粒子数は

N =

2S
∑

j=0

∫

∞

0

D(E)dE
eβc(E+cBj) − 1

. (16)

2
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Lis(z) =
∑

∞

ℓ=1 z
ℓ/ℓs を使って積分すると

N = V

(

mkBT
′

c(B)

2πh̄
2

)3/2 2S
∑

j=0

Li3/2
(

e−jcB/(kBT
′

c
(B))

)

. (17)

j = 0の項は常に ζ(3/2)。この式は臨界状態で凝縮基底の巨視的占有をまだ加えない、飽和励起粒子数の条件である。
問 10：磁場依存性と強磁場の極限
B = 0では全スピン枝が等しいので前問は T ′

c(0) = Tc/(2S+1)2/3を再現する。Bを上げると j ≥ 1の励起は抑制され、同じ温度での飽和励起粒子数が小さくなる。このため転移温度 T ′

c(B)は増加する。特に cB ≫ kBT
′

cでは
Li3/2(e−jcB/(kBT

′

c
)) ∼ e−jcB/(kBT

′

c
) (j ≥ 1), (18)

ほぼ j = 0だけが残り、
T ′

c(B) −→ Tc (cB ≫ kBT
′

c) . (19)

強磁場での近づき方は T ′

c(B) < Tc から指数関数的である。図 2は原題で特定されていないスピン値について、説明用に S = 1を選んだ数値例である。

図 2：S = 1の数値例。横軸 cB/(kBTc)。T ′

c
(0)/Tc = 3−2/3、強磁場で 1に近づく。

主要な注意点： (i)周期境界条件による状態密度にはスピン縮退を自動で入れない。(ii) µは粒子数の制約から基底エネルギー以下。(iii)磁場がある場合、基底エネルギーは −cSB なので、臨界の µを 0と置いてはいけない。
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東京大学大学院物理学専攻・統計力学詳解集 第 4巻

2020年度・第 2問
理想気体：古典極限から自由 Fermi気体へ
東大大学院理学系研究科物理学専攻・修士課程入学試験

原題との対応 原本 R2phys.pdfの第 2問（原本 3–4ページ、PDF6–7ページ）。全 9設問。以下は独
立に作成した解説であり、大学の公式解答ではない。
記号 β = (kBT )

−1、h = 2πh̄、熱的 de Broglie波長を
λT =

h√
2πmkBT

, n =
N

V
, z = eβµ (1)

と置く。前半は古典的な同種粒子、後半は内部自由度を持たないフェルミ粒子を扱う。

I.古典理想気体
設問 1：分配関数と圧力 各粒子の位置積分は V、運動量積分は 1粒子あたり

∫

R3

d3p exp
(

−β p2

2m

)

=

(

2πm

β

)3/2

. (2)

したがって同種粒子の N !を含む正準分配関数は
Z(T, V,N) =

1

N !

(

V

λ3T

)N

. (3)

自由エネルギー F = −kBT lnZ から
P = −

(

∂F

∂V

)

T,N

= kBT

(

∂ lnZ
∂V

)

T,N

=
NkBT

V
, (4)

PV = NkBT. (5)

設問 2：1/N !の役割 同種粒子のラベル交換で得られる N !通りを別状態として数えると、同じ気体
を同じ条件で混合したときも見かけの混合エントロピーが生じ、熱力学の示量性と整合しない（Gibbs
のパラドックス）。正しい数え上げでは 1/N !が必要である。
実際、Stirling近似を用いると

F ≃ −NkBT
[

ln
(

V

Nλ3T

)

+ 1

]

(6)

1
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となり、N,V → aN, aV として F → aF が成立する。1/N !がなければ F = −NkBT ln
(

V /λ3T
)とな

り、体積の単純な拡大で余分な −aNkBT ln aが発生する。
設問 3：エントロピーと零温度極限 λ3T ∝ T−3/2 を用い、S = −(∂F/∂T )V,N より

S ≃ NkB

[

ln
(

V

Nλ3T

)

+
5

2

]

. (7)

この公式を形式的に T → 0に延長すると S → −∞となる。しかしこれは第三法則の破れを示すもの
ではない。粒子密度 nλ3T ≪ 1の古典近似が低温で破綻し、Bose/Fermi統計が必要になるためである。
設問 4：定積熱容量 分配関数の β 微分から

U = −∂ lnZ
∂β

=
3

2
NkBT, CV =

(

∂U

∂T

)

V,N

=
3

2
NkB. (8)

単原子古典理想気体の等分配則と一致する。

II.内部自由度を持たない自由 Fermi気体
設問 5：許される波数 一辺 Lの周期境界条件 ψ(xi + L) = ψ(xi)から

k =
2π

L
(nx, ny, nz), nx, ny, nz ∈ Z. (9)

k = 0も許され、各 1粒子状態の占有数は Pauli原理より 0または 1である。したがって問題文にあ
る大分配関数 Ξ =

∏

k
(1 + e−β(ϵk−µ))が成立する。

設問 6：平均粒子数と Fermi分布
N =

1

β

(

∂ lnΞ

∂µ

)

T,V

=
∑

k

e−β(ϵk−µ)

1 + e−β(ϵk−µ)
(10)

=
∑

k

1

eβ(ϵk−µ) + 1
. (11)

これは占有数の確率平均としても導ける。分配関数の 1つの因子は、未占有と占有の 2状態を足し合わ
せた結果である。
設問 7：高温・低密度極限における化学ポテンシャル |µ| ≫ kBT かつ µ < 0 のとき z = eβµ ≪ 1。

2
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したがって
N ≃

∑

k

ze−βϵk ≃ z
V

(2π)3

∫

R3

d3k e−βh̄
2
k2/(2m) (12)

= z
V

λ3T
. (13)

従って
µ(T, V,N) ≃ kBT ln

(

Nλ3T
V

)

. (14)

この漸近式の有効条件は nλ3T ≪ 1である。大きな箱と熱力学極限で離散和を積分に置換した。
設問 8：エントロピーと −µN/T 大分配関数の古典希薄極限 lnΞ ≃ N と Ω = −kBT lnΞ = −PV、
および

U = TS − PV + µN (15)

から S = (U + PV − µN)/T。設問 4と理想気体状態方程式より
S ≃ 5

2
NkB − µN

T
. (16)

さらに −µ/(kBT ) = ln
(

1/nλ3T
)

≫ 1なので、主導項の意味で
S ≃ −µN

T
. (17)

等号とみなすのでなく、5NkB/2が相対的に小さい高温・低密度の近似である。
設問 9：低温エントロピーと概形 問題文の仮定 CV = γT と熱力学関係 CV = T (∂S/∂T )V,N より

dS
dT = γ, S(T ) = S(0) + γT. (18)

自由 Fermi気体の一意な基底状態を仮定して S(0) = 0とすると
S ≃ γT (T ≪ TF ). (19)

ここで γ は正の定数。3次元スピンなし自由 Fermi気体なら γ = π2NkB/(2TF )である。一方、高温
では式(14)と設問 8から

S ≃ NkB

[

3

2
lnT + const.

]

(T ≫ TF ). (20)

追加検算（自由 Fermi気体の数値解） 無次元化学ポテンシャル η = µ/(kBT )と Fermi積分
Fs(η) =

1

Γ(s)

∫

∞

0

qs−1

eq−η + 1
dq (21)

3
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を用い、TF = h̄
2
(6π2n)2/3/(2mkB)とする。粒子数条件を満たす η を数値的に求めれば

F3/2(η) =
4

3
√
π

(

TF

T

)3/2

, (22)

S

NkB
=

5

2

F5/2(η)

F3/2(η)
− η (23)

が得られる。実線はこの積分から求めた自由 Fermi気体の数値結果で、破線は低温・高温の漸近式で
ある。

0 1 2 3 4 5
T/TF

1

2

3

4

5

S/
(N
k B

)

Free Fermi gas (numerical)
S 2NkBT/(2TF)
classical asymptote

補足：低温の Sommerfeld展開にはフェルミ面が存在することを仮定する。高温の古典式を零温度まで外挿し
てはいけない。

確認事項
(1) Z の次元はない。(2) µは高温・希薄では負である。(3) N を固定したとき高温極限で nλ3T → 0。

(4)第三法則は Fermi統計を用いると回復する。

4
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2019年度・第 2問
2方向スピン模型：転送行列と相関長
東大大学院理学系研究科物理学専攻・修士課程入学試験

原題との対応 原本 H31phys.pdfの第 2問（原本 3–4ページ、PDF6–7ページ）、全 7設問。これは
独立に作成した非公式解答である。
モデル Si ∈ {x̂, ŷ}、x̂ · ŷ = 0、J > 0、開放端、

E = −J

L−1
∑

i=1

Si · Si+1, t = eβJ , ρ =
t− 1

t+ 1
= tanh βJ

2
. (1)

同じ向きの隣接対はエネルギー −J、異なる向きは 0を持つ。
設問 1：L = 2の全配置

配置 エネルギー Boltzmann重み
xx, yy −J t

xy, yx 0 1

よって
Z2(β) = 2t+ 2 = 2(1 + t). (2)

設問 2：L = 3の全配置
配置 エネルギー 個数

xxx, yyy −2J 2

xxy, xyy, yxx, yyx −J 4

xyx, yxy 0 2

Z3 = 2t2 + 4t+ 2 = 2(1 + t)2. (3)

設問 3：一般の Lの分配関数 最初のスピンは 2通り。次の各スピンは直前と同じ向き（重み t）また
は異なる向き（重み 1）から選べるため、

ZL = 2(1 + t)L−1, ZL = (1 + t)ZL−1 (L ≥ 3). (4)

1
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同じ結論は転送行列M = ( t 1
1 t )の固有値 λ+ = t+ 1, λ− = t− 1からも従う。

設問 4：自由エネルギー
FL = −kBT lnZL = −kBT

[

ln 2 + (L− 1) ln
(

1 + eβJ
)]

. (5)

FL = −
1

β

[

ln 2 + (L− 1) ln
(

1 + eβJ
)]

. (6)

熱力学極限における 1サイト当たり自由エネルギーは f = −β−1 ln(1 + t)である。
設問 5：1サイト当たり内部エネルギー UL = −∂β lnZL から

UL = −(L− 1)J
eβJ

1 + eβJ , u = lim
L→∞

UL

L
= −J

t

1 + t
. (7)

高温（βJ → 0）では u → −J/2。隣接する 2 スピンが同じである確率が 1/2 だからである。低温
（βJ → ∞）では u → −J となり、全スピン同方向の 2種類の基底状態が支配的となる。
設問 6：端点同時確率の転送行列 隣接するスピンの条件付き確率は、直前が aのとき

Qab =
eβJδab

t+ 1
, Q =

1

t+ 1

(

t 1

1 t

)

. (8)

原題の行列式 PL = PL−1Qは、右端に 1スピン追加する操作を表している。開始端の確率は 1/2だか
ら P1 = (1/2)I、従って PL = (1/2)QL−1。
設問 7：端点相関と相関長 Qの固有値は 1と ρ = (t− 1)/(t+ 1)、射影行列を用いれば

QL−1 =
1

2

(

1 + ρL−1 1− ρL−1

1− ρL−1 1 + ρL−1

)

. (9)

従って
PL(xx) = PL(yy) =

1 + ρL−1

4
, PL(xy) = PL(yx) =

1− ρL−1

4
. (10)

内積は一致したときにだけ 1なので
⟨S1 · SL⟩ = PL(xx) + PL(yy) =

1

2
+

1

2
ρL−1. (11)

原題の形 A+B exp[−(L− 1)/ξ]と比べて

A = B =
1

2
, ξ = −

1

ln ρ
=

[

ln coth
(

βJ

2

)]

−1

. (12)

2
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ここで βJ > 0を仮定する。高温極限 βJ ↓ 0では ρ ∼ βJ/2、従って ξ → 0（無限温度では ρ = 0の極
限で定義）。低温極限 βJ → ∞では

ρ = 1− 2e−βJ +O(e−2βJ ), ξ ∼ 1

2
eβJ −→ ∞. (13)

0 1 2 3 4 5 6
J

0

20

40

60

80

100

co
rre

la
tio

n 
le

ng
th

 (s
ite

s) ( J)
e J/2 (low T)

補足：端点内積は高温でも 1/2 に近づく。これはスピンが 2 つの直交した正方向しかとらず、平均スピン
⟨S⟩ = (x̂+ ŷ)/2が零でないため。連結相関 ⟨S1 · SL⟩ − ⟨S1⟩ · ⟨SL⟩ = ρ

L−1/2は遠方で 0に減衰する。

物理的な解釈
この模型の励起は、隣り合うスピンの方向が変わる境界であり、そのコストは J である。有限温度で
は境界が希薄でも現れ、有限の相関長を与える。T → 0の極限でのみ ξ は発散する。有限温度での通常
の強磁性長距離秩序の発生とは区別する。

3
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2018年度　第 2問　解答・解説
模型と定義 体積 V = 2L3 に閉じ込めた質量 m の粒子を考える。古典側では理想気体、量子側では
非相互作用の同種 Bose粒子である。β = 1/(kBT )、熱的 de Broglie波長を

λT =
h√

2πmkBT

とする。ハミルトニアンに相互作用項はない。

問 1(i)：内部エネルギーと定積熱容量
古典の正準分配関数は、同一粒子の Gibbs補正も含めて

ZN =
1

N !h3N

∫

V

d3Nr

∫

R3N

d3Np exp

[

−β
∑

i

p2i
2m

]

=
1

N !

(

V

λ3
T

)N

.

U = −∂β lnZN から
U(T,N) =

3

2
NkBT, CV (T,N) =

3

2
NkB.

1/N ! は T に依存しないので、これらの導出には影響しない。

問 1(ii)：圧力
F = −kBT lnZN、P = −(∂F/∂V )T,N から

PV = NkBT.

長方形の辺長比は、壁の効果を無視する古典理想気体ではこの結果に影響しない。

問 1(iii)：温度を半分にしたときのエントロピー差
原題で与えられた恒等式 dS = CV dT/T と問 1(i)を用いると

∆S(T0, T0/2) = S(T0)− S(T0/2)

=

∫ T0

T0/2

3
2NkB

T ′
dT ′ =

3

2
NkB ln 2.

T0 > 0 の値に依存しないことに注意する。

問 2(i)：化学ポテンシャル一定の場合の粒子数比
粒子を通す壁を介して外界と接し、外界の化学ポテンシャル µ は温度によらない。古典の大分配関

数は
Ξ =

∞
∑

N=0

1

N !

(

eβµ
V

λ3
T

)N

= exp

(

eβµ
V

λ3
T

)

, 〈N(T )〉 = eβµ
V

λ3
T

.

3



λ−3
T ∝ T 3/2 であるため

〈N(T1)〉
〈N(T2)〉

=

(

T1

T2

)3/2

exp

[

µ

kB

(

1

T1
− 1

T2

)]

.

これは µ 自体を一定とした結果で、フガシティ eβµ を一定にした結果とは異なる。

問 2(ii)：粒子数密度と圧力
大熱力学ポテンシャルは Ω = −kBT ln Ξ = −kBT 〈N〉 である。Ω = −PV と比較すれば

〈N(T )〉
V

=
P

kBT
.

問 3(i)：有限箱の Bose気体の最低エネルギー
単粒子の準位を

εnxnynz
= εL

(

n2
x + n2

y +
n2
z

4

)

, εL =
π2

~
2

2mL2

とおく。単粒子基底は (1, 1, 1) で ε0 = 9εL/4。最小の励起は nz = 1 → 2 で、単粒子励起ギャップは
∆ = ε112 − ε111 =

3εL
4

=
3π2

~
2

8mL2
.

Bose粒子 N ≥ 1 の全粒子が基底モードにある基底状態は Fock状態として一意であり、第一励起状態
は粒子 1個のみを (1, 1, 2) に移す。したがって

Eg =
9

4
NεL, Ee =

9

4
NεL +∆.

注記：第一励起状態の多重度は N ではなく 1。同一 Bose粒子をどれか一つ選ぶというラベルは物理状
態を区別しない。

問 3(ii)：極低温での内部エネルギー
kBT � ∆ では二つの最低多体系状態だけを残すと

ZN ' e−βEg(1 + e−β∆), U ' Eg +
∆

eβ∆ + 1
.

つまり
U(T ) = Eg +∆e−∆/(kBT ) +O

(

e−2∆/(kBT )
) （最低励起のみの近似）.

なお O(e−2β∆) の記述は、N ≥ 2 の多体系で 2 個励起の準位も 2∆ に存在することを考慮した指数
オーダーの目安である。基底・第一励起以外の準位を厳密に含めるなら、その縮退と励起エネルギーを
足す。

4



問 3(iii)：T = 0 の定積熱容量
二準位近似の熱容量は

CV ' kB
(β∆)2eβ∆

(1 + eβ∆)2
∼ kB(β∆)2e−β∆.

よって有限体積・有限粒子数で
lim
T↓0

CV (T ) = 0.

問 3(iv)：T0 → 0 におけるエントロピー差
最低二準位近似では

S(T )

kB
' ln(1 + e−x) +

x

1 + ex
, x =

∆

kBT
.

x → ∞ で S(T ) ∼ kB(1 + x)e−x → 0。したがって
lim
T0↓0

{S(T0)− S(T0/2)} = 0.

図 1：最低二準位近似に基づく低温の熱容量とエントロピー。

問 3(v)：古典結果との比較と Boltzmannの原理
古典では ∆S = (3/2)NkB ln 2 が T0 ↓ 0 でも残るが、量子の有限箱では基底状態が一意でエントロ

ピーは 0 に収束する。Boltzmannの原理 S = kB lnW の観点では、古典の連続位相空間は T → 0 の
殻の体積を連続的に縮めるため、状態数を離散的に数えられず、古典近似の適用限界に達する。一方、
量子ではエネルギー間隔が有限で、kBT � ∆ では基底状態 1個に確率が集中する。この極限では熱力
学極限よりも先に T → 0 を取っている点が重要である。

5
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2017年度　第 2問　解答・解説
模型と符号 σi = ±1, β = 1/(kBT )。原題の交換項は +J

∑

〈i,j〉 σiσj であり、J > 0 が反強磁性に対
応する（通常の強磁性の −Jσiσj と符号が逆）。正方格子の最近接数 z = 4。

問 1：単一スピンの確率
H1 = −µHσ、従って

Z1 = eβµH + e−βµH = 2 cosh(βµH), p± =
e±βµH

2 cosh(βµH)
.

問 2：単一スピンの平均値

〈σ〉 = eβµH − e−βµH

eβµH + e−βµH
= tanh

(

µH

kBT

)

.

問 3：2副格子の自己無撞着方程式
隣接する副格子の平均値を mA,mB とおく。副格子 Aの有効場は µHeff,A = µH − 4JmB であり、

副格子 Bは µHeff,B = µH − 4JmA。したがって
mA = f(mB), mB = f(mA), f(x) = tanh

(

µH − 4Jx

kBT

)

.

ここで µ は 1スピン当たりの磁気モーメントの大きさであり、H は原題の外部磁場である。

問 4：反強磁性秩序と Néel温度
H = 0 で mA = −mB = m と仮定すると

m = tanh(4βJm).

m → 0 において右辺は 4βJm+O(m3)。零以外の解が現れる臨界条件は 4βJ > 1 だから
TN =

4J

kB
.

T < TN では m > 0 の解と、A・Bを交換した m < 0 の解がある。

8



図 2：m = tanh[(TN/T )m] の非零解（平均場近似）。

問 5：高温側の一様帯磁率
T > TN かつ十分小さい H では、反強磁性秩序はなく mA = mB = m とおける。tanhx ' x に

より
m = β(µH − 4Jm), m =

βµ

1 + 4βJ
H.

原題の定義を使うと
χ =

d

dH

(

µ
mA +mB

2

)∣

∣

∣

∣

H=0

=
βµ2

1 + 4βJ
=

µ2

kBT + 4J
, T > TN.

これは反強磁性の一様帯磁率であり、転移温度で発散する交替帯磁率とは異なる。

図 3：T > TN の一様帯磁率の平均場予測。

9



問 6：対角方向の交換相互作用 J
′ の追加

対角方向の 4近接は同じ副格子に属する。したがって新たな有効場は
µHeff,A = µH − 4JmB − 4J ′mA, µHeff,B = µH − 4JmA − 4J ′mB.

自己無撞着方程式は
mA = tanh [β(µH − 4JmB − 4J ′mA)] ,

mB = tanh [β(µH − 4JmA − 4J ′mB)] .

H = 0 で mA = −mB = m を代入すると
m = tanh[4β(J − J ′)m].

よって 0 < J ′ < J の範囲で
TN(J, J

′) =
4(J − J ′)

kB
.

J ′ → J− で TN → 0。本設問の 2 副格子平均場の枠内では、対角方向の反強磁性交換が Néel 秩序を
競合的に抑制することを表す。J ′ = J で起こり得る別種の秩序（縞秩序など）まで決定するものでは
ない。

学習上のポイントと検算
1. 2018年度：古典理想気体では CV = 3

2NkB だが、有限箱の量子気体では CV → 0。T → 0 と熱
力学極限は同一視しない。

2. 2018年度：粒子透過壁では外界の化学ポテンシャル一定を条件に、〈N〉 ∝ T 3/2eµ/(kBT ) とする。
3. 2017年度：原題の +Jσiσj は反強磁性。平均場は A・Bの 2副格子で構築する。
4. 2017年度：磁場ゼロで mA = −mB、一様微弱磁場への応答では mA = mB の枝に着目する。
5. 2017年度：対角交換 J ′ は A–A・B–B結合であり、秩序温度を J − J ′ に置換する。

備考：出題文の記号と仮定に準拠して整理した非公式解答である。グラフは解説用の別計算であり、原題の一部で
はない。
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2016年度　第 2問　独立解答・解説
基本設定 振動子の質量は m、角振動数は ω、自然長は a。温度逆数 β = (kBT )

−1、無次元量 z = β~ω を用いる。

問 1：独立調和振動子の古典統計
1粒子の Hamiltonianは h = p2/(2m) +mω2(x− a)2/2。Gaussian積分を独立に実行すると

Z1,cl =
1

hP

∫

R2

e−βhdpdx =
2π

βωhP
=

1

β~ω
,

ここでは hP = 2π~ とした。−∂β lnZ1,cl と ∂TU より
U = kBT, C = kB.

対称な Gaussian分布より平均は 〈x1〉 = a であり、二次モーメントは
〈x2

1〉 − 〈x1〉2 =
kBT

mω2
.

運動量側・位置側のそれぞれに kBT/2 が配分される。

問 2：独立調和振動子の量子統計
固有エネルギー εn = ~ω(n+ 1

2 ) から
Z1,q =

∞∑

n=0

e−z(n+1/2) =
e−z/2

1− e−z
=

1

2 sinh(z/2)
.

従って
Uq = ~ω

(
1

2
+

1

ez − 1

)
=

~ω

2
coth

z

2
, Cq = kB

z2ez

(ez − 1)2
.

〈n|X|n〉 = 0、〈n|X2|n〉 = (~/mω)(n+ 1/2)。ゆえに
〈x1〉 = a, Var(x1) =

~

2mω
coth

z

2
.

z → ∞ の極低温で Cq ∼ kBz
2e−z → 0。古典の C = kB と異なり、有限の離散励起ギャップによって熱励起が凍

結する。高温 z � 1 では Cq → kB、Varx → kBT/(mω2) に一致する。

問 3：固定端連成振動子の基準モード
平衡位置は x

(0)
j = ja。変位 qj = xj − ja、端点 q0 = qN+1 = 0 とすれば

H =
N∑

j=1

p2j
2m

+
mω2

2

N+1∑

j=1

(qj − qj−1)
2.

運動方程式は
q̈j = −ω2(2qj − qj−1 − qj+1).

正規直交モード e
(`)
j =

√
2/(N + 1) sin(`πj/(N + 1))（` = 1, . . . , N）を代入すると、固有値は

2− eiθ` − e−iθ` = 2− 2 cos θ`, θ` =
`π

N + 1
.

3



固有角振動数は指定された通り
ω` = ω

√
2− 2 cos

`π

N + 1
= 2ω sin

`π

2(N + 1)
.

変換 Q` =
∑

j e
(`)
j qj、P` =

∑
j e

(`)
j pj は正準で、H =

∑
`[P

2
` /(2m) +mω2

`Q
2
`/2] に分離する。

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
/(N+ 1)

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

/
Fixed-end harmonic chain

N=32 exact
continuum mode curve

図 1：固定端連成振動子の正確な分散関係。

問 4：古典的な連成振動子の比熱
すべて ω` > 0 なので、各独立モードの古典分配関数は Z` = 1/(β~ω`) である（規格化因子は U,C に影響しな

い）。したがって U = NkBT、質点 1個当たりは
C1 = kB.

問 5：量子フォノンの低温比熱
量子モードは εn`

= ~ω`(n` + 1/2) を持つため
C1q

kB
=

1

N

N∑

`=1

x2
`e

x`

(ex` − 1)2
, x` =

~ω`

kBT
.

N � 1 では小さい波数の分散が ω` ' ωπ`/(N + 1)、密度は d`/N ' dΩ/(πω) である。~ω/N � kBT � ~ω の
熱力学的低温領域では

C1q ' kB
πω

∫ ∞

0

dΩ
(β~Ω)2eβ~Ω

(eβ~Ω − 1)2

=
k2BT

π~ω

∫ ∞

0

x2ex

(ex − 1)2
dx =

πk2B
3~ω

T .

よって b = 1, A = πk2B/(3~ω) 。極限の順序に注意：有限 N を固定した T → 0 では最低の ω1 > 0 のため
C1q = O(T−2e−~ω1/(kBT )) であって、線形則ではない。

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
kBT/( )

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

C V
/(N

k B
)

Quantum heat capacity and order of limits
N=20
N=120
N=600
T/3 (thermodynamic low-T)

図 2：有限 N の熱容量と連続極限の線形低温漸近。
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∞
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∞
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∣
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2015年度　第 2問　独立解答・解説
定義 L 本の斜めの結合は x 方向へ各 ±1 進む。端点 x ∈ {−L,−L+ 2, . . . , L} の配置数を C(x, L) と書く。電
場における一配置のエネルギーは −qEx とする。

問 1：二項係数による配置数
右上がりを n+、左上がりを n− とすると n+ + n− = L、n+ − n− = x である。したがって n± = (L± x)/2

は非負整数である必要がある。結合の並べ方から
C(x, L) =

(
L

(L+ x)/2

)
=

L!

((L+ x)/2)!((L− x)/2)!

が許容格子点で成立し、それ以外では 0。総和は ∑
x C(x, L) = 2L。

問 2：離散 Fourier変換の漸化式
原題の C(x, L+ 1) = C(x− 1, L) + C(x+ 1, L) を変換すると、x 7→ x± 1 の変数変換により

C̃(k, L+ 1) = (e−ik + eik)C̃(k, L) = 2 cos k C̃(k, L) .

問 3：初期条件からの明示解
L = 0 では C(x, 0) = δx0、ゆえに C̃(k, 0) = 1。従って

C̃(k, L) = (2 cos k)L .

問 4：中心極限定理と格子の偶奇
|k| = O(L−1/2) のとき

log C̃(k, L) = L log 2 + L log cos k = L log 2− Lk2

2
+O(Lk4).

Fourier逆変換の k = 0 近傍は Gaussianであるが、k = ±π にも |2 cos k| = 2 の寄与がある。したがって x と L

の偶奇が一致する許容格子点で
C(x, L) ∼ 2L+1

√
2πL

exp

(
− x2

2L

)
, x = O(

√
L).

偶奇が一致しなければ C(x, L) = 0 である。係数の 2倍は、端点の取り得る x の格子間隔が 2であることに対応
する。これを無視すると Gaussian近似の規格化を半分にしてしまう。

問 5：外部電場下の分配関数
ZL(E, T ) =

∑
x C(x, L)eβqEx を二項展開して

ZL(E, T ) = (eβqE + e−βqE)L = [2 cosh(βqE)]L .

F = −kBT lnZL = −LkBT ln[2 cosh(βqE)]。
7



問 6：端点位置の平均値
∂βqE lnZL = 〈x〉 より

〈x〉 = L tanh

(
qE

kBT

)
.

E → 0 では 〈x〉 ' LqE/(kBT )、E → +∞ では 〈x〉 → L（q > 0）。

問 7：揺らぎ・応答関係（形状の詳細を使わない証明）
一般に ∂2

βqE lnZ = 〈x2〉 − 〈x〉2 なので
∂〈x〉
∂E

= βq
(
〈x2〉 − 〈x〉2

)
.

E = 0 では反転対称性により 〈x〉0 = 0 であるため
∂〈x〉
∂E

∣∣∣∣
E=0

=
q

kBT
〈x2〉E=0 .

比例係数は q/(kBT )。なお本モデルでは 〈x2〉E=0 = L が厳密に成立する。この関係は線形応答を平衡揺らぎと結
びつける揺動散逸関係の静的な例である。

40 20 0 20 40
Endpoint x

0.00
0.02
0.04
0.06
0.08
0.10
0.12

P(
x)

Endpoint distribution (L=40)

Gaussian with lattice spacing 2

3 2 1 0 1 2 3
qE

40

20

0

20

40
Electric-field response

mean x
Var x

図 3：高分子端点の離散分布と電場に対する厳密な平均・分散。

復習ポイント 二項係数と Fourier母関数、格子分布の中心極限定理、分配関数の対数微分、揺らぎ・応答の恒等
式を関連付けて確認する。
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東大理物院試・統計力学 解答編 2014年度 第 2問

2014年度 第 2問：詳解
2 次元 Fermi 気体とギャップを持つ 2 バンド模型

対象：原題の設問 1–6。原題でスピン自由度は考えない。L は正方形の一辺、N0 は粒子数、m,M は有
効質量、∆ > 0 はギャップ半幅である。

1．自由 Fermi気体の分散関係と Fermiエネルギー
周期境界条件より

k =
2π

L
(nx, ny), εk =

h̄2|k|2

2m
, nx, ny ∈ Z. (1)

スピンを数えないので、k-空間にある単位状態あたりの面積は (2π/L)2。T = 0 で Fermi円の内側にN0

個詰めると
N0 '

πk2F
(2π/L)2

=
L2k2F
4π

, εF '
2πh̄2N0

mL2
. (2)

これは問題の「N0 が十分大きい」近似による最高占有準位である。

2．Fermi粒子の大分配関数
占有数 nk = 0, 1 に限られるので

Ξ(T, µ) =
∑

{nk}

exp
[

−β
∑

k

nk(εk − µ)

]

(3)

=
∏

k

(

1
∑

n=0

e−βn(εk−µ)

)

=
∏

k

(

1 + e−β(εk−µ)
)

. (4)

したがって n̄k = β−1∂µ lnΞk より
f(ε) =

1

eβ(ε−µ) + 1
. (5)

3．粒子数と状態密度
N̄ = β−1∂µ lnΞ =

∑

k
f(εk)。連続近似で

∑

k

−→
L2

(2π)2

∫

d2k =
mL2

2πh̄2

∫ ∞

0

dε. (6)

よって、g2 = mL2/(2πh̄2) と置けば
N̄ = g2

∫ ∞

0

dε
eβ(ε−µ) + 1

= g2kBT ln
(

1 + eµ/kBT
)

. (7)

T → 0, µ > 0 で N̄ = g2µ を回復する。
1



東大理物院試・統計力学 解答編 2014年度 第 2問

4．低温比熱が T に比例する理由と係数
Fermi分布が T = 0 の階段関数から変化するのは Fermi面の近く、|ε − εF | ∼ kBT に限られる。励

起粒子数は T に比例し、各励起のエネルギーも kBT 程度だから、内部エネルギー増分は T 2、比熱は T

に比例する。
U = g2

∫ ∞

0

εf(ε)dε = g2ε
2
F

2
+

π2g2

6
(kBT )

2 + · · · . (8)

N 一定では、定数状態密度ゆえ µ = εF +O(e−εF /kBT )。ゆえに
CV =

π2

3
g2k

2
BT ,

CV

N
'

π2

3
kB

kBT

εF
. (9)

5．ギャップを持つ 2バンドの低温励起
原題で与えられた分散関係は

ε1k = −∆−
h̄2k2

2M
, ε2k = ∆+

h̄2k2

2m
. (10)

T = 0 では下部バンドが満たされ上部バンドは空。0 < kBT � ∆ では、下部バンドの頂点 −∆ の近く
に少数の正孔（hole）が生じ、上部バンドの底 +∆ の近くに少数の電子が熱励起される。いずれも活性
化型で、その数は e−∆/kBT によって抑制される（詳細は設問 6）。

6．粒子数保存から化学ポテンシャルを求める
下部バンドの波数上限を K、その帯域幅を W = h̄2K2/(2M) とする。2 次元状態密度を g− =

ML2/(2πh̄2)、g+ = mL2/(2πh̄2) とおく。
Ne = g+kBT ln

(

1 + e−(∆−µ)/kBT
)

, (11)

Nh = g−kBT
[

ln
(

1 + e−(∆+µ)/kBT
)

− ln
(

1 + e−(∆+µ+W )/kBT
)]

. (12)

全粒子数を N̄1(0) に保つ条件は Ne = Nh である。kBT � ∆, W � kBT により
Ne ' g+kBTe

−(∆−µ)/kBT , Nh ' g−kBTe
−(∆+µ)/kBT . (13)

これらを等しくすると
µ(T ) '

kBT

2
ln M

m
. (14)

M = m なら µ ' 0。同じギャップでも状態密度の非対称性により µが中点から動くことに注意。

2



東大理物院試・統計力学 解答編 2014年度 第 2問

図：質量が等しい場合の励起キャリア密度の活性化を無次元化して表示。

検算：g+ ∝ m, g− ∝ M の次元は 1/energy。Ne, Nh は粒子数であり、µ はエネルギー単位を持つ。以
上の式は原題の低温・大きなK の仮定の下での漸近式である。
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東大理物院試・統計力学 解答編 2013年度 第 2問

2013年度 第 2問：詳解
3 次元理想 Bose 気体・凝縮・磁場の断熱操作

対象：原題の設問 1–6。β = 1/(kBT ), 粒子質量m, 数密度 ρ = N/V。原題の状態密度は D(ε) = A
√
ε

（ε ≥ 0）、A = m3/2/(
√
2π2h̄3)。

1．Bose分布の導出
1粒子準位 i は任意個占有できるので ni = 0, 1, . . .。収束条件 εi − µ > 0 の下で

Θi =
∞∑

ni=0

e−β(εi−µ)ni =
1

1− e−β(εi−µ)
. (1)

粒子数の平均は f(εi) = β−1∂µ lnΘi より
f(εi) =

1

eβ(εi−µ) − 1
. (2)

凝縮点では、最低準位の占有数を連続状態密度の積分とは別に扱う。

2．Bose–Einstein凝縮（約 40字）
温度を下げると励起状態の収容粒子数が飽和し、余剰粒子が最低量子状態を巨視的に占有する
現象。

3．平均粒子間距離と熱的 de Broglie波長
転移点は µ = 0, ρ′ = ρ なので

ρ = A

∫ ∞

0

√
εdε

eβcε − 1
= AΓ

(
3

2

)
ζ

(
3

2

)
(kBTc)

3/2 (3)

=
ζ(3/2)

λ3
Tc

, λT =

(
2πh̄2

mkBT

)1/2

. (4)

ゆえに ρλ3
Tc

= ζ(3/2) ' 2.612。` = (3/(4πρ))1/3 を使うと
λTc

`
=

[
4π

3
ζ

(
3

2

)]1/3
' 2.22 , (5)

したがって両者は同じ桁である。量子波の熱的広がりが粒子間隔と重なることが凝縮の目安となる。

1



東大理物院試・統計力学 解答編 2013年度 第 2問

4．凝縮相の比熱指数
T < Tc で µ = 0。内部エネルギー密度は

E = A

∫ ∞

0

ε3/2dε
eβε − 1

= AΓ

(
5

2

)
ζ

(
5

2

)
(kBT )

5/2. (6)

原題で E は単位体積あたりの内部エネルギーである。従って
CV =

(
∂E

∂T

)

N,V

=
5

2
AΓ

(
5

2

)
ζ

(
5

2

)
kB(kBT )

3/2. (7)

CV ∝ T 3/2, γ =
3

2
. (8)

5．凝縮相のエントロピー指数
非相互作用で自由粒子の圧力は P = 2E/3、µ = 0。熱力学関係 TS = U +PV − µN より、単位体積
あたりのエントロピーは

S =
E + P

T
=

5E

3T
=

5

3
AΓ

(
5

2

)
ζ

(
5

2

)
kB(kBT )

3/2. (9)

よって S ∝ T 3/2, ν = 3/2. 温度を 0へ近づけると S → 0 となり、第三法則と整合的である。

6．スピン 1 Bose気体の断熱磁場変化
Zeemanエネルギーを εz > 0として、原題の状態密度は

D̃(ε) = D(ε− εz) +D(ε) +D(ε+ εz). (10)

エネルギー底を揃えると、初期 εz1 � kBTi では 3 つのスピン準位がほぼ同等に熱励起される。一
方、終状態 εz2 � kBTf では最も低い 1 つのスピン準位だけが励起状態のエントロピーに寄与する。
T < T̃c で凝縮が継続し、断熱操作なら Si = Sf。問 5 より 1 種類の自由 Bose 気体のエントロピーは
S1(T ) = cT 3/2（cは体積などを含む正定数）。したがって極限で

3cT
3/2
i = cT

3/2
f =⇒ Tf = 32/3Ti ' 2.08Ti > Ti . (11)

答：終状態は高温。弱磁場で利用できたスピンの励起状態が強磁場で失われるため、エントロピー一定を
保つには並進運動が高温になる必要がある。磁場が系に仕事をするので断熱でも温度は変化できる。上
式は指定された εz1 � kBTi, εz2 � kBTf の極限による値であり、中間磁場では滑らかな補正がある。

2
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図：T ≤ Tc における凝縮粒子割合とエントロピーの温度依存（理想 3 次元 Bose 気体）。

検算：粒子数に対して N0/N = 1 − (T/Tc)
3/2、次元解析で S と CV は kB/volumeの次元を持つ（体

積密度表示）。
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2012年度・第 2問　 2原子分子の回転とオルト・パラ水素
解答の範囲：原題の設問 1–6。剛体回転子の古典・量子分配関数、核スピンの交換対称性、急冷後の内部エネルギー。
設問 1　古典剛体回転子
原子間隔一定の線形分子の向きは球面上の (θ, φ)で表される。与えられた Hamiltonianは

E =
1

2I

(

p2θ +
p2φ

sin2 θ

)

.

位相空間を (θ, φ, pθ, pφ)で積分する。原題の自由度を通常の正準状態密度 h−2 = (2πh̄)−2で数えると
Zcl =

1

h2

∫ 2π

0
dφ
∫ π

0
dθ
∫ ∞

−∞

dpθdpφ e−βE

=
1

h2

∫ 2π

0
dφ
∫ π

0
dθ

2πI

β
sin θ =

8π2I

βh2
=

2IkBT

h̄2
.

各運動量の二次項が kBT/2を寄与するため、U = kBT、よって
CV,rot = kB .

注意：同種原子の配向を同一視して対称数 σ = 2を使う古典的規約では、Z はさらに 1/2となる。しかし U と CV は変化しない。原題の座標積分にはその規約が明示されていないため、上式は向きを区別して積分した結果である。
設問 2　量子回転子の分配関数・高温極限
B = h̄2/(2I)、Θ = B/kBとすると、準位 Eℓ = Bℓ(ℓ+ 1)は 2ℓ+ 1重に縮退する。従って

Zrot =
∞
∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1) e−βBℓ(ℓ+1) .

平均と分散 ⟨·⟩をこの分布で計算すれば
U = ⟨E⟩ = −∂β lnZ, CV = kBβ

2
(

⟨E2⟩ − ⟨E⟩2
)

.

kBT ≫ B のとき ℓの和を積分に近似でき、z = ℓ(ℓ+ 1)とおけば
Zrot ≃

∫ ∞

0
(2ℓ+ 1)e−βBℓ(ℓ+1)dℓ =

∫ ∞

0
e−βBzdz =

1

βB
.

したがって U ≃ kBT、CV ≃ kB。設問 1の古典極限と一致する。
設問 3　十分な低温での熱容量
T ≪ Θでは ℓ = 0と ℓ = 1が主要項である。E0 = 0、E1 = 2kBΘ、縮退度はそれぞれ 1, 3なので

Z ≃ 1 + 3e−2Θ/T , U ≃ 6kBΘe−2Θ/T , CV ≃ 12kB

(

Θ

T

)2

e−2Θ/T .

厳密な 2準位近似なら CV /kB = 3(2Θ/T )2e−2Θ/T /(1 + 3e−2Θ/T )2 である。T → 0で指数関数的に減衰する。
1
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設問 4　オルト・パラ水素に許される回転量子数
陽子はスピン 1/2の同種フェルミオンであり、二核の交換で分子全体の状態は反対称でなければならない。電子・振動の基底状態を交換対称とすると、回転波動関数の交換固有値は (−1)ℓである。

核スピン状態 核スピン交換対称性 回転部分に必要な ℓ

オルト水素：三重項 Sn = 1 対称（3状態） 奇数 ℓ = 1, 3, . . .パラ水素：一重項 Sn = 0 反対称（1状態） 偶数 ℓ = 0, 2, . . .

設問 5　十分高温での存在比
核スピン重みと回転量子数の偶奇制限を入れた分配関数は

Zo = 3
∑

ℓ≥1
ℓ odd

(2ℓ+ 1)e−Θℓ(ℓ+1)/T , Zp =
∑

ℓ≥0
ℓ even

(2ℓ+ 1)e−Θℓ(ℓ+1)/T .

T ≫ Θでは偶数 ℓと奇数 ℓの状態和が漸近的に等しくなるので
lim

T/Θ→∞

No

Np
=

Zo

Zp
= 3 .

設問 6　高温から 30 Kへ急冷した後の内部エネルギー
Θ ≃ 90K、T = 30K。オルト・パラ変換は遅く、存在比は高温時の No : Np = 3 : 1に凍結される。ただし各成分の回転分布は急冷後の温度に平衡化すると読む。パラ水素の最低回転準位は
ℓ = 0で Ep ≃ 0。オルト水素は ℓ = 1が最低で

Eo ≃ B 1(1 + 1) = 2kBΘ ≃ 180kBK.

従って 1分子あたり回転内部エネルギーは
U

kB
≃

3

4
(2Θ) +

1

4
(0) =

3

2
Θ ≃ 1.35× 102K ≃ 1.4× 102K (有効数字 2桁) .

補正はパラの ℓ = 2への励起（exp(−6Θ/T ) = e−18）などで、ここでは極めて小さい。

図：同一成分内が熱平衡にある場合の回転熱容量。横軸 T/Θ。存在比を固定した混合物は熱容量の加重平均となる。
検算： ℓ ≤ 44の準位和による評価は U/kB = 135.0000103Kで、近似式と一致する。

2



東大院試の物理   25ヵ年 YEAR INDEX

統計力学・量子統計  ｜  年度別問題

2011 年度
出題テーマ  /  編集上の分類

三角スピン模型・Brillouin関数

次ページから、当該年度の問題と独立解答・解説を収録します。
原題の出典および二次利用条件は巻頭の案内をご覧ください。

taku  /  takuphys.com 非公式編集版





東京大学理物院試・統計力学詳解 第 8巻

2011年度・第 2問　三角スピン模型と Brillouin関数
解答の範囲：原題の設問 1–6。スピンは無次元量（Sz 固有値m = −S, . . . , S）とし、x = βµH と置く。
設問 1　相互作用のない 3スピンの分配関数
J = J ′ = 0ではH = −µH

∑3
i=1 S

z
i。1スピンの分配関数を

zS(x) =
S
∑

m=−S

exm =
sinh[(2S + 1)x/2]

sinh(x/2)

と書くと、3スピンは独立なので
Z = zS(x)

3 .

x → 0では連続極限 zS(0) = 2S + 1を用い、Z(0) = (2S + 1)3。
設問 2　磁化と零磁場帯磁率
熱平均の磁化は

M =
1

β

∂ lnZ
∂H

= 3µ
∂ ln zS(x)

∂x
.

問題で指定された Brillouin関数
BS(y) =

2S + 1

2S
coth

(

2S + 1

2S
y

)

−
1

2S
coth

( y

2S

)

を使えば ∂x ln zS(x) = SBS(Sx)だから
M = 3µS BS

(

µSH

kBT

)

.

BS(y) ∼ [(S + 1)/(3S)]yにより
χ = lim

H→0

M

H
=

µ2S(S + 1)

kBT
.

3個の独立スピンを含む系全体の帯磁率であり、1スピン当たりではこれを 3で割る。
設問 3　磁場一定での熱容量
内部エネルギーは U = −HM = −3µSHBS(y)、y = µSH/(kBT )。従って

CV =

(

∂U

∂T

)

H

= 3kBy
2B′

S(y) .

高温極限では B′

S(0) = (S + 1)/(3S)より
CV '

µ2H2S(S + 1)

kBT 2
(kBT � µ|H|) .

H = 0で相互作用がなければ、各スピンの全準位が縮退するため CV = 0である。

1
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設問 4　 S = 1/2, J 6= 0, J ′ = 0：準位と分配関数
T = S1 + S2と置くと

S1 · S2 =
1
2{T (T + 1)− 3

2}.

H = 0では、T = 1の三重項のエネルギーは −J/4（スピン 3も含め 6重）、T = 0の一重項は
3J/4（スピン 3も含め 2重）。ゼーマン分裂を入れると

Z = 2 cosh
x

2

[

eβJ/4(1 + 2 coshx) + e−3βJ/4
]

.

H = 0で Z = 2(3eβJ/4 + e−3βJ/4)となり、J → 0で 8状態に戻る。
設問 5　強い交換相互作用下での磁化
kBT � |J |かつ µ|H| � |J |を仮定し、低エネルギーの結合スピンのみを残す。

• J > 0（強磁性）：T = 1三重項と自由なスピン 3が残る。y1 = βµH , y1/2 = βµH/2とすれば
M ' µB1(y1) +

µ

2
B1/2(y1/2) .

• J < 0（反強磁性）：スピン 1と 2は一重項 T = 0を作り、スピン 3のみが磁化する。
M '

µ

2
B1/2(y1/2) .

注意：反強磁性の場合、µ|H|が |J |に達すると一重項と三重項の準位交差が起こり得る。低温条件 kBT � |J |だけで上記の磁化式を任意の強磁場まで外挿してはいけない。
設問 6　 S = 1/2, J = J

′ 6= 0を含む一般の三角形：準位と低温磁化
原題の結合 J（辺 12）と J ′（辺 23,31）について、T = S12 ∈ {0, 1}と全スピン F = |T−1/2|, . . . , T+
1/2を導入する。

S3 · (S1 + S2) =
1
2

(

F (F + 1)− T (T + 1)− 3
4

)

.

無磁場での厳密な準位と縮退度は
T F E 縮退度
0 1/2 3J/4 2（doublet A）
1 1/2 −J/4 + J ′ 2（doublet B）
1 3/2 −J/4− J ′/2 4（quartet Q）

場 H があれば各多重項で E 7→ E − µHmF。zF (x) =
∑F

m=−F exmとすると、有限温度で厳密に
Z = e−β(3J/4)z1/2(x) + e−β(−J/4+J ′)z1/2(x) + e−β(−J/4−J ′/2)z3/2(x) .

従って一般の磁化は
M = µ

∂ lnZ
∂x

(x = βµH).

H = 0でエネルギー最小の多重項が他から十分離れていて µ|H| � ∆、kBT � ∆のとき
M '

{

µ
2B1/2(x/2), 基底が doublet Aまたは B,
3µ
2 B3/2(3x/2), 基底が quartet Q.

2
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特に原題の J = J ′では
EA = EB = 3J/4, EQ = −3J/4.

従って J = J ′ > 0なら quartet Qが基底、J = J ′ < 0なら 2組の doubletが縮退した基底で、磁化はそれぞれ上の F = 3/2と F = 1/2の式に従う。縮退点近傍では単一多重項へ射影せず、厳密な Z を使うこと。
検算
Sa
i = σa

i /2の 8次元行列から H = 0の固有値を直接対角化した。J, J ′ の異なる符号を含む 4組で上表の固有値と一致（最大絶対誤差 2.5× 10−16）。Brillouin関数についても直接 Boltzmann和と一致した。解法の要点：相互作用を対角化するときには S2
12と S2

totを使うこと、場による Zeeman分裂はその後で加えること、低温極限ではギャップと磁場の大小関係を確認することが重要である。

3
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2010年度 第 2問　独立解答・解説
記号と条件 a > b、∆ = a− b > 0、f > 0。長さ a の状態を α、長さ b の状態を β とする。Nα +Nβ = N、全
エネルギー E = −f(aNα + bNβ)。以下、N � 1。

問 1：指定した状態数に対するエントロピー
どの単量体が状態 α になるかを選ぶので、ミクロ状態数は

W (Nα, Nβ) =

(

N

Nα

)

=
N !

Nα!Nβ !
.

従って Boltzmannの原理から
S = kB logW = kB log

N !

Nα!Nβ !
.

長さとエネルギーは L = aNα + bNβ、E = −fL なので、f > 0 のもとでは、エネルギーを固定することが個数
Nα の固定に対応する。

問 2：エネルギー密度の関数としてのエントロピー
p = Nα/N、ε = E/N、s = S/N とおくと

ε = −f [b+∆p], p =
−ε/f − b

∆
∈ [0, 1].

Stirlingの公式より
s(ε) = −kB[p ln p+ (1− p) ln(1− p)] , −fa ≤ ε ≤ −fb.

端点 p = 0, 1 では s = 0、中央 p = 1/2 では s = kB ln 2 が最大。ds/dε = 1/T であり、p > 1/2 の低エネルギー
側は正温度、p < 1/2 の高エネルギー側は負温度をもつ（エネルギー上限があるため）。

1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5
/(fa)  (example b/a= 1/2)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

s/
k B

図 1：s(ε) の典型的な形状（図示のため b/a = 1/2 を採用）。

問 3：絶対零度と無限大温度のエントロピー
正温度の正準分布で T → 0+ なら α だけが占有され、p → 1、s → 0。T → ∞ では p → 1/2 で 2状態が等確

率となる。よって
s(0+) = 0, s(∞) = kB ln 2.

有限 N の場合にも、T → 0+ は唯一の全 α 状態、T → ∞ は 2N 状態の等重率である。

3



問 4：平均長とその温度変化
単量体 1個の分配関数は

z = eβfa + eβfb = 2eβf(a+b)/2 cosh

(

βf∆

2

)

, β =
1

kBT
.

α 状態を取る確率は pα = eβfa/z = 1/(1 + e−βf∆)。したがって
`(T ) = apα + b(1− pα) =

a+ b

2
+

∆

2
tanh

(

f∆

2kBT

)

.

f > 0、T > 0 で ` は温度上昇に伴い減少する。大きな長さ a の状態はより低エネルギーで好まれるが、高温では
短い状態 b も同程度に励起されるためである。

`(0+) = a, `(∞) =
a+ b

2
.

問 5：∫

∞

0
c(T )/T dT

平均エネルギーは u = 〈E〉/N = −f`。x = f∆/(2kBT ) とおくと
c(T ) =

du

dT
= kBx

2 sech2 x.

熱力学関係 ds = c dT/T より
∫ ∞

0

c(T )

T
dT = s(∞)− s(0) = kB ln 2.

直接積分でも c/T dT = −kBx sech
2 x dx、∫∞

0
x sech2 x dx = ln 2。有限 N では 1粒子当たりの量として同じ結

果である。

0 1 2 3 4
kBT/[f(a b)]

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

di
m

en
sio

nl
es

s v
al

ue

p
c/kB

図 2：pα と熱容量。横軸は kBT/[f(a− b)]。

問 6：2状態が等エネルギーの場合 f = 0

f = 0 では長さにかかわらず全状態が等エネルギーとなり、任意の T > 0 で pα = pβ = 1/2。したがって
`(T ) =

a+ b

2
(f = 0).

注意：この場合 c(T ) ≡ 0 なので、問 5の積分は 0 である。f > 0 を保って積分後 f → 0+ とする極限（kB ln 2）
とは交換できない。f = 0 の基底状態は 2N 重に縮退し、残余エントロピー kB ln 2 /単量体を持つ。

4
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2009年度 第 2問　独立解答・解説
設定 大問の問 3以降ではスピンを無視する。単一粒子準位 εi、εmin = 0、β = (kBT )

−1、z = eβµ とする。特記
なければ 3次元・自由粒子。

問 1：Fermi粒子と Bose粒子の例
Fermi粒子の例は電子、Bose粒子の例は光子。電子は半整数スピンで反交換統計、光子は整数スピンで交換統

計に従う。ただし後続の「質量 m > 0 の理想 Bose気体」は光子気体とは別の模型である。

問 2：同種粒子 2個の波動関数
粒子 1,2の位置を r1, r2 とする。軌道波動関数 φa, φb が異なれば、交換対称・反対称な空間部分は

Φ± = φa(r1)φb(r2)± φb(r1)φa(r2).

Fermi粒子の場合、全波動関数は粒子の交換で負号を得なければならない。αを上向き、β を下向きスピンとして、
許される 4状態は

Φ+ [α1β2 − β1α2] (singlet),
Φ− α1α2, Φ− [α1β2 + β1α2], Φ− β1β2 (triplet).

いずれも規格化前の表式であり、全体定数や上の √
2 は省略している。スピン 0の Bose粒子は空間部分が対称で

なければならず、許されるのは Φ+ である。両粒子が同じ軌道にいるときは Φ− = 0 である。

問 3：自由粒子の状態密度
周期的境界条件では k = 2πn/L、ε = ~

2k2/(2m)。スピンを数えない場合、半径 k の球内の状態数は
N1(ε) =

V

(2π)3
4πk3

3
=

V

6π2

(

2mε

~2

)3/2

, V = L3.

微分すると、単位エネルギー当たりの状態密度

D(ε) =
V

4π2

(

2m

~2

)3/2 √
ε (ε > 0).

有限箱では離散準位なので、この式は L が十分大きく準位を連続近似できるときの式である。

問 4：絶対零度における基底状態と全エネルギー
Fermi気体は Pauliの排他原理により 0 ≤ ε ≤ εF の 1粒子状態を低い方から占有する。したがって

N =

∫ εF

0

D(ε) dε =
V k3F
6π2

, εF =
~
2

2m
(6π2N/V )2/3,

EF(T = 0) =

∫ εF

0

εD(ε) dε =
3

5
NεF .

理想 Bose気体ではすべての粒子が最低準位 ε0 = 0 に入り、
EB(T = 0) = 0.
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問 5：大分配関数を 1粒子状態に関する積で表す
占有数 ni は Fermi粒子では 0, 1、Bose粒子では 0, 1, 2, . . . を取り、非相互作用なので総和は状態ごとに因数

分解する：
ΞF(T, µ) =

∏

i

1
∑

ni=0

e−β(εi−µ)ni =
∏

i

(

1 + e−β(εi−µ)
)

,

ΞB(T, µ) =
∏

i

∞
∑

ni=0

e−β(εi−µ)ni =
∏

i

(

1− e−β(εi−µ)
)−1

.

Bose側の幾何級数が収束するには全 i で µ < εi、有限系で基底準位が 0なら µ < 0 が必要。

問 6：Fermi分布の導出と概形
与えられた確率分布を ni = 0, 1 で平均すると

〈ni〉F =
e−β(εi−µ)

1 + e−β(εi−µ)
=

1

eβ(εi−µ) + 1
.

T → 0、µ → εF > 0 では 〈ni〉 = Θ(εF − εi)（εi = εF の点では値 1/2）。有限温度では ε ' µ を幅 O(kBT ) で
滑らかに変化する。

0 1 2 3 4 5
one-particle energy (arb. units)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

n

Fermi: = 2, kBT= 0.35
Fermi: = 2, kBT= 0.10

図 3：Fermi 分布。温度が下がると Fermi 面近傍の遷移が鋭くなる。

問 7：Bose分布と化学ポテンシャルの制約
幾何分布 ∑∞

n=0 r
n = (1− r)−1、r = e−β(εi−µ) より

〈ni〉B =
1

eβ(εi−µ) − 1
.

正の占有数を全 εi ≥ 0 で得るには、有限系で µ < 0 が必要。µ = 0 では ε0 = 0 の占有数が発散するため、凝縮
相の熱力学極限でのみ µ → 0− として解釈し、凝縮粒子数 N0 は励起状態から分離して取り扱う。µ > 0 は分母の
符号や発散の点で不適切。
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0 1 2 3 4 5
/kBT

0

1

2

3

4

n

Bose: = 0.20
Bose: = 0.80

図 4：正の温度での Bose 分布（µ < 0）。µ → 0− で低エネルギー占有が急増。

確認事項・入試演習の着眼点
• 2010年度：f > 0 のもとでの T → 0+ と、最初から f = 0 とした系は縮退度が異なる。
• 2009年度：粒子の交換対称性（問 2）と粒子数占有の対称性（問 5–7）を混同しない。
• 状態密度の係数はスピン縮退を数えるかどうかで 2倍変わる。原題は問 3以降スピンを無視する。
• Bose凝縮時に「化学ポテンシャルは 0」は熱力学極限の略記であり、有限系の厳密な大正準分布では µ < 0。

9
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東京大学理物 院試・統計力学 詳解集 第 10巻 2008・2007年度

2008年度　第 2問　独立解答・詳解
題材：3状態分子。1分子のエネルギーは 0, 0, ε（分子相互作用なし）。N 個の区別できる分子が温度 T

のカノニカル平衡にある。
準備：β = (kBT )

−1 とし
z1 = 2 + e−βε, ZN = zN1 , pε =

e−βε

2 + e−βε
=

1

1 + 2eβε
. (1)

ここで pε は 1分子がエネルギー ε の状態にいる確率である。ε は正・零・負のいずれも許す。
設問 1：内部エネルギー 分配関数の対数微分より

U = −∂ logZN

∂β
= Nεpε =

Nε

1 + 2eβε
. (2)

エネルギーが負の状態を含んでも有限状態模型なので平衡は定義できる。
設問 2：エントロピーと T = 0 Helmholtz自由エネルギー F = −NkBT log z1 より

S = kB(logZN + βU) (3)

S = NkB

[

log(2 + e−βε) +
βε

1 + 2eβε

]

. (4)

温度を正の側から零に下げると、

S(0) =











NkB log 2 (ε > 0),

NkB log 3 (ε = 0),

0 (ε < 0).

(5)

ε > 0 では零エネルギー基底状態が 2重縮退し、ε = 0 では 3重縮退する。ε < 0 ではエネルギー ε が一
意の基底状態となる。従って T → 0 と ε → 0 の極限の順序には注意が必要である。
設問 3：励起状態数の分布 Nε = n とすると状態数は (

N
n

)

2N−n。従って

P (Nε = n) =

(

N

n

)

e−βεn 2N−n

(2 + e−βε)N
=

(

N

n

)

pnε (1− pε)
N−n. (6)

これは二項分布であり、全確率は二項定理により 1となる。
設問 4：平均粒子数・グラフ 二項分布の平均として

〈Nε〉 = Npε =
N

1 + 2eε/(kBT )
. (7)

ε → +∞ で 0、ε → −∞ で N、ε = 0 で N/3。温度を T1 から 2T1 にすると、同じ点 ε = 0 を通り、
変化する領域の幅が 2倍になる。単調減少性は ∂ε〈Nε〉 = −Nβpε(1− pε) < 0 より従う。

1
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Excited-state occupancy
T= 1T1
T= 2T1

設問 5：粒子数の分散 二項分布から
Var(Nε) = 〈N2

ε 〉 − 〈Nε〉2 = Npε(1− pε) =
2Neβε

(1 + 2eβε)2
. (8)

独立な N 個の Bernoulli指示変数の分散の和としても導ける。
設問 6：ε に対する応答 χ = ∂〈Nε〉/∂ε は

χ = −βNpε(1− pε) = −Var(Nε)

kBT
. (9)

χ はこの定義では非正となる（磁化率のような正の応答係数と符号の規約が異なる）。これはカノニカル
分布の揺らぎ–応答恒等式である。

7.5 5.0 2.5 0.0 2.5 5.0 7.5
/(kBT1)
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(k
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東京大学理物 院試・統計力学 詳解集 第 10巻 2008・2007年度

2007年度　第 2問　独立解答・詳解
題材：磁場 H 中のスピン 1/2 粒子 N 個。スピンの成分 sz の固有値は ±1

2 とし、磁気エネルギーは
−2µHsz。後半は 2 個ずつ N/2 対に組み、対内に V s1 · s2 の交換相互作用を導入する。N は偶数と
する。
設問 1：相互作用なしの自由エネルギー 1粒子の準位は −µH,+µH。従って

z1 = eβµH + e−βµH = 2 cosh(βµH), Z0 = zN1 , F0 = −NkBT log[2 cosh(βµH)]. (10)

設問 2：磁化と弱磁場磁化率 M = −∂HF0、χ0 = ∂HM |H=0 より
M0 = Nµ tanh(βµH), χ0 = Nβµ2 =

Nµ2

kBT
. (11)

すなわち独立スピンは Curie則に従う。
設問 3：一対のエネルギー固有値 合成スピン S = s1 + s2 を導入すると

s1 · s2 = 1
2

[

S(S + 1)− 3
2

]

, H = V
2

[

S(S + 1)− 3
2

]

− 2µHSz. (12)

三重項 S = 1, m = 1, 0,−1 と一重項 S = 0, m = 0 であり、
E1,1 = V /4− 2µH, E1,0 = V /4,

E1,−1 = V /4 + 2µH, E0,0 = −3V /4.
(13)

例えば |1, 0〉 = (| ↑↓〉+ | ↓↑〉)/
√
2、|0, 0〉 = (| ↑↓〉 − | ↓↑〉)/

√
2 である。

設問 4：相互作用ありの自由エネルギー 各対は独立なので
z2 = e3βV /4 + e−βV /4

[

1 + 2 cosh(2βµH)
]

, F = −N

2
kBT log z2. (14)

V = 0 では z2 = [2 cosh(βµH)]2 となり、設問 1へ戻る。
設問 5：磁化と弱磁場磁化率 −∂HF を微分すると

M =
N

2

4µe−βV /4 sinh(2βµH)

z2
, (15)

χ =
∂M

∂H

∣

∣

∣

∣

H=0

=
4Nβµ2

3 + eβV
. (16)

従って自由スピンの磁化率に対する比は χ/χ0 = 4/(3 + eβV )。

7.5 5.0 2.5 0.0 2.5 5.0 7.5
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Dimer susceptibility relative to free spins

/ 0 = 4/(3 + e V)
V< 0 low-T limit 4/3
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設問 6：低温の符号依存性 β|V | � 1 において

χ ∼
{

4Nµ2(kBT )
−1e−V /(kBT ) (V > 0),

4
3Nµ2(kBT )

−1 (V < 0).
(17)

V > 0（反強磁性的結合）では非磁性一重項が一意の基底状態で、三重項励起へのギャップが V あるた
め応答が指数的に抑制される。V < 0（強磁性的結合）では磁性三重項が基底状態で、低温にもその 3重
縮退が残るため Curie型に発散する。なお V = 0 は独立スピンの χ0 である。
検証・編集上の注記
この解答は公式模範解答ではない。2008 年度の零温縮退、応答の符号、2007 年度の sz = ±1/2 規約と V の符号
を明示した。原題は提供 PDF の画像を改変せず別ページに掲載した。
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東大理物・統計力学　 2006年度第 2問 独立解答

2006年度　第 2問　解答・詳解黒体放射と電磁場の統計力学
原題の設定：一辺 Lの立方体に閉じ込められた電磁波が、温度 T の熱浴と平衡にある。電磁場を独立な調和振動子の集まりとして扱い、V = L3、β = (kBT )

−1 とおく。
1. 設問 1 角振動数 ωの一つの量子調和振動子の固有エネルギーは

En = h̄ω

(

n+
1

2

)

, n = 0, 1, 2, . . .

である。したがって分配関数は等比級数によって
Zω =

∞
∑

n=0

e−βEn =
e−βh̄ω/2

1− e−βh̄ω

と求まる。零点エネルギー h̄ω/2を基準から除いた分配関数は Z th
ω = (1− e−βh̄ω)−1 である。

2. 設問 2 平均エネルギーは ⟨Eω⟩ = −∂β lnZω なので
⟨Eω⟩ =

h̄ω

2
+

h̄ω

eβh̄ω − 1
.

x = βh̄ωと書けば、低温 x ≫ 1では
⟨Eω⟩ =

h̄ω

2
+ h̄ωe−x +O(e−2x),

高温 x ≪ 1では
⟨Eω⟩ = kBT +

(h̄ω)2

12kBT
+O(T−3).

低温では基底状態に凍結し、高温では古典的な等分配則（1モードにつき kBT）に近づく。以降、熱放射の総エネルギーには温度非依存の零点エネルギーを含めない。
3. 設問 3 立方体の壁が電磁波の節になるため、各方向の許される波数は

ki =
πni

L
(i = x, y, z), ni = 1, 2, 3, . . .

となる（厳密な電磁場の境界条件では、偏光に応じて零成分を含むモードの例外があるが、Lが十分大きい場合の体積に比例する状態密度には影響しない）。
4. 設問 4 波数格子の間隔は π/Lで、正の八分体内の球殻 k ∼ k + dkに入る格子点数は

1

8
(4πk2dk)

(

L

π

)3

.

電磁波の二つの横偏光を掛けると、モード数は
dNmodes =

V

π2
k2dk .

1モードの熱エネルギー h̄ck/(eβh̄ck − 1)を掛ければ
ε(k) =

V h̄c

π2

k3

eβh̄ck − 1
, Eth =

∫ ∞

0

ε(k) dk.

ここで ε(k)は波数 k当たりの全箱エネルギーであり、体積当たりの密度ではない。
5. 設問 5 x = βh̄ckとおくと

Eth =
V (kBT )

4

π2h̄
3
c3

∫ ∞

0

x3

ex − 1
dx.

1



東大理物・統計力学　 2006年度第 2問 独立解答

級数展開 1/(ex − 1) =
∑

n≥1 e
−nx を用い、∫∞

0
x3e−nxdx = 6/n4 であるから

∫ ∞

0

x3

ex − 1
dx = 6ζ(4) =

π4

15
.

ゆえに
Eth =

π2V

15h̄
3
c3

(kBT )
4 ∝ T 4 .

これが Stefan–Boltzmann則の体積エネルギー表示である。
6. 設問 6 ε(k)の最大を求めるため x = h̄ck/(kBT )を導入する。

d

dx

x3

ex − 1
= 0 ⇐⇒ 3(1− e−x) = x .

x > 0の非自明解は x∗ = 2.821439 . . .。したがって
kmax =

x∗kBT

h̄c
, λmax =

2π

kmax
=

2πh̄c

x∗kBT
.

原題の数値 h̄ = 1.0× 10−34 J s, c = 3.0× 108 m/s, kB = 1.4× 10−23 J/K, T = 2.7 Kを代入すると
λmax ≃ 1.8× 10−3 m （有効数字 2桁） .

注意：波長当たりのスペクトルを最大化した位置と、波数当たりの ε(k)を最大化して λ = 2π/kに写した位置は異なる。本問では後者を答える。

0 2 4 6 8 10
x= ck/(kBT)

0.0

0.5

1.0

x3
/(e

x
1)

Planck spectrum per wave number

図：波数スペクトルの無次元形。横軸 x = βh̄ck、最大は x∗ = 2.821439 . . .。
検算： ∫∞

0
x3/(ex − 1) dx = π4/15、x∗ の数値解、および指定された物理定数での λmaxを独立に確認した。
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東大理物・統計力学　 2005年度第 2問 独立解答

2005年度　第 2問　解答・詳解自由電子気体と熱電子放出
原題の設定：一辺 Lの立方体の内部では電子のポテンシャルエネルギーをゼロとし、外部では V > 0とする。電子は質量m、スピン 1/2を持ち、内部では自由な Fermi気体と近似する。n = N/L3 とおく。

1. 設問 1 周期境界条件 ψ(r + Lei) = ψ(r)から
ψn(r) =

1

L3/2
eik·r, ki =

2πni

L
, ni ∈ Z, Ek =

h̄
2
k2

2m

を得る。各波数にスピンによる 2重縮退がある。
2. 設問 2 体積 Vbox = L3 のとき波数空間の 1状態は (2π/L)3 を占める。スピン 2重縮退を含め、半径 kの球内の単位体積当たり状態数は

N(k)

L3
= 2

4π
3 k

3

(2π)3
=

k3

3π2
.

ε = h̄
2
k2/(2m)より

g(ε) =
1

L3

dN

dε
=

1

2π2

(

2m

h̄
2

)3/2 √
ε (ε > 0).

これは単位体積・単位エネルギー当たりの状態密度である。
3. 設問 3 T = 0では ε ≤ µ0 を占有するので

n =

∫ µ0

0

g(ε) dε =
1

3π2

(

2mµ0

h̄
2

)3/2

.

ゆえに kF = (3π2n)1/3、
µ0 = EF =

h̄
2

2m
(3π2n)2/3 .

4. 設問 4 外部への脱出には、境界面に垂直な運動エネルギーが障壁の高さを超える必要がある。したがって
h̄
2
k2z

2m
> V, kz > 0, すなわち kz >

√
2mV

h̄
.

Fermi分布 f(ε) =
[

eβ(ε−µ) + 1
]−1 を用いると、単位時間・単位面積当たり外部へ出る電子数は

Jn =
2

(2π)3

∫

R2

dkx dky

∫ ∞

√
2mV /h̄

dkz
h̄kz

m

1

eβ[h̄
2(k2

x
+k2

y
+k2

z
)/(2m)−µ] + 1

.

因子 2はスピン縮退、h̄kz/mは表面法線方向の速度である。なお、真空側の速度・透過係数を精密に扱う模型とは異なり、原題は電子が外部へ放出される単純模型を用いている。
5. 設問 5 kBT ≪ V − µのとき、積分に寄与する領域では

f(ε) ≃ exp[−β(ε− µ)].

pi = h̄ki と変数を換えると
Jn ≃

2

(2πh̄)3
eβµ

(
∫ ∞

−∞

e−βp2

x
/(2m)dpx

)2 ∫ ∞

√
2mV

pz

m
e−βp2

z
/(2m)dpz

=
2

(2πh̄)3
eβµ

(

2πm

β

)(

e−βV

β

)

.

したがって熱電子放出の法則
Jn =

4πm(kBT )
2

(2πh̄)3
exp

[

−
V − µ

kBT

]

を得る。主な温度依存は T 2 exp[−(V − µ)/(kBT )]であり、V − µは仕事関数に相当する。原題の答えは電子の個数流束で、電流密度は電子電荷の絶対値 eを掛けたものである。
1
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0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
1/T (scaled)
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4

3

2

ln
(J n

/T
2 )

 (s
ca

le
d)

Thermionic emission: Arrhenius relation

図：ln
(

Jn/T 2
)と 1/T は直線（概念図）。傾きは −(V − µ)/kB。

検算： 3次元状態密度の規格化、Gauss積分、外部放出積分の下限と prefactorを独立に照合した。

2
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2004 年度第 2 問｜独立解答
状態 α は長さ a、エネルギー +ϵ、状態 β は長さ b、エネルギー −ϵ とする。Nα + Nβ = N、
βT ≡ 1/(kBT ) と記す。
設問 1：配置数、長さ、エネルギーとエントロピー
独立な N 個の構成要素に Nα 個の α と Nβ 個の β を配置する数は二項係数である：

W (Nα, Nβ) =
N !

Nα!Nβ !
, (1)

L = aNα + bNβ = bN + (a− b)Nα, (2)
E = ϵNα − ϵNβ = ϵ(2Nα −N). (3)

Boltzmann の関係 S = kB lnW に Stirling 近似を用いて
S ' −kB

(

Nα ln Nα

N
+Nβ ln Nβ

N

)

.

ここで nα = Nα/N と置けば S/N = −kB[nα lnnα + (1 − nα) ln(1 − nα)] であり、nα = 1/2 で最大になる。境界では 0 ln 0 ≡ 0。
設問 2：熱浴の状態数から Boltzmann 因子へ
熱浴のエントロピー SB(EB) = kB lnΩ(EB) を、総エネルギー ET の近くで展開する：

lnΩ(ET − El) = lnΩ(ET )−
El

kB

∂SB

∂EB

∣

∣

∣

∣

ET

+O(E2
l ) (4)

=定数−
El

kBT
+O(E2

l ). (5)

従って微小系の各微視状態の確率は Pl ∝ e−βTEl。熱浴が巨大であることにより二次以上の項を無視する。
設問 3：一分子と全分子の分配関数

Z1 = e−βT ϵ + eβT ϵ = 2 cosh(βT ϵ), ZN = ZN
1 = [2 cosh(βT ϵ)]N .

構成要素は互いに区別可能な鎖上の位置を占めているので、独立状態の和に追加の 1/N ! は付けない。
設問 4：自由エネルギー、エントロピー、内部エネルギー
x ≡ ϵ/(kBT ) とすると

F = −NkBT ln(2 coshx), (6)

E = −
∂

∂βT
lnZN = −Nϵ tanhx, (7)

S = −

(

∂F

∂T

)

N

= NkB [ln(2 coshx)− x tanhx] . (8)

T → 0+ では E → −Nϵ、S → 0、高温では E → 0、S → NkB ln 2 となる。
4
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設問 5：熱容量の温度依存
C =

(

∂E

∂T

)

N

= NkB
x2

cosh2 x
, x =

ϵ

kBT
.

高温 x � 1 では C/(NkB) ' x2、低温 x � 1 では C/(NkB) ' 4x2e−2x。最大値は x tanhx = 1 の正の解 x ' 1.200 に対応する。

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
kBT/

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

C/
(N
k B

)

2004: two-state chain heat capacity

設問 6：張力付き系の一般化された Boltzmann 因子
問題で与えられた熱力学第一法則 T dS = dE −X dL から

dSB =
dEB −X dLB

T
.

熱浴との保存関係 dEB = −dEL、dLB = −dL を用いれば、浴の状態数の展開から
p(EL, L) ∝ exp

[

−
EL −XL

kBT

]

が得られる。張力 X の符号は問題の T dS = dE −X dL に従う。
設問 7：張力付き分配関数
構成要素 α, β の有効エネルギーは順に ϵ−Xa、−ϵ−Xb である。よって

Y =
N
∑

Nα=0

N !

Nα!(N −Nα)!
e−βT [ϵ(2Nα−N)−X(aNα+b(N−Nα))] (9)

=
[

eβT (Xa−ϵ) + eβT (Xb+ϵ)
]N

. (10)

設問 8：Gibbs 自由エネルギーと張力—伸長関係
G(T,X) = −kBT lnY = −NkBT ln

[

eβT (Xa−ϵ) + eβT (Xb+ϵ)
]

, (11)

L = −

(

∂G

∂X

)

T

= N
aeβT (Xa−ϵ) + beβT (Xb+ϵ)

eβT (Xa−ϵ) + eβT (Xb+ϵ)
. (12)

5
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整理すると
L

N
=

a+ b

2
+

a− b

2
tanh

(

X(a− b)− 2ϵ

2kBT

)

.

さらに等温での力学的応答は
(

∂L

∂X

)

T

=
N(a− b)2

4kBT
sech2

(

X(a− b)− 2ϵ

2kBT

)

≥ 0.

4 2 0 2 4 6
X(a b)/

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

(L
/N

b)
/(a

b)

2004: extension under tension
kBT/ = 0.3
kBT/ = 0.8
kBT/ = 1.6

6
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2003 年度第 2 問｜独立解答
A 原子が σi = +1、B 原子が σi = −1。最近接の同種対エネルギーは a、異種対は b であり a < b。単純立方格子の最近接配位数を z = 6、d ≡ b− a > 0 と置く。系全体の原子数比は A : B = 1 : 1に固定される。
設問 1：Ising 型ハミルトニアンへの書換え
σiσj = 1 （同種対）でエネルギー a、−1（異種対）で b だから

P +Q = a, −P +Q = b =⇒ P =
a− b

2
= −

d

2
, Q =

a+ b

2
.

従って H =
∑

⟨i,j⟩(Pσiσj +Q)。同種原子が隣り合う方が低エネルギーとなるため P < 0 で、強磁性的な Ising 模型に対応する。組成固定 ∑

i σi = 0 により化学ポテンシャル差の項は不要。
設問 2：均一系での平均値
元素 A と B が同数であるから

p = 〈σi〉 = P (A)− P (B) =
1

2
−

1

2
= 0 .

この式は系全体の組成比の拘束を示す。次の平均場計算で導入される m は、局所的な均一相を仮定した変分パラメータであり、相分離の各領域では非零になり得る。
設問 3：平均場分配関数と自由エネルギー
近似 σiσj 7→ m(σi + σj)−m2 と #bonds = zN/2 = 3N を用いて

HMF = zPm

N
∑

i=1

σi +
zN

2
(Q− Pm2).

独立な格子点上のスピンを総和すると
ZMF(m) = exp

[

−βT
zN

2
(Q− Pm2)

]

[2 cosh(βT zPm)]N , (13)

FMF(m) =
zN

2
(Q− Pm2)−NkBT ln[2 cosh(βT zPm)] . (14)

P = −d/2、z = 6 を代入すれば
FMF(m)

N
=

3(a+ b)

2
+

3d

2
m2 − kBT ln

[

2 cosh 3dm

kBT

]

.

この式の m による停留条件は m = tanh(3dm/kBT ) である。
設問 4：Landau の四次展開
ln coshx = x2/2− x4/12 +O(x6) を用いる：

FMF(m) = N
(

u+ vm2 + wm4 +O(m6)
)

,

9
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u =
3(a+ b)

2
− kBT ln 2, (15)

v =
3d

2
−

9d2

2kBT
=

3d

2

(

1−
3d

kBT

)

, (16)

w =
(3d)4

12(kBT )3
=

27d4

4(kBT )3
> 0. (17)

設問 5：四次近似の極小点と温度依存
F ′
m = 2Nvm+4Nwm3 = 0より候補は m = 0と m2 = −v/(2w)。v ≥ 0では m = 0が極小、v < 0では m = 0 は極大で

m∗ = ±

√

−v

2w
= ±

kBT

3d

√

3d− kBT

d
(kBT < 3d).

臨界温度は Tc = 3(b− a)/kB 。設問の kBT > 2d という範囲では、2d < kBT < 3d が非零解を持
つ範囲である。この四次近似は臨界点の近くで |m| � 1 のとき最も信頼できる。

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3
kBT/[3(b a)]

1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

m

2003: Landau order parameter (quartic approximation)
+m *
m *

設問 6：相転移・相分離の物理的意味
温度を下げて Tc を横切ると、m = 0の均一相は不安定になり、局所的には m = +m∗ と m = −m∗の二つの組成偏りを持つ相が有利になる。ところが原題では NA = NB が固定されるため、試料全体の〈σ〉 は常に 0 である。したがって実際の意味は A 豊富な相と B 豊富な相の相分離であり、対称な条件では二相が同じ体積割合で共存する。境界面の自由エネルギーは熱力学極限で体積項より小さい。均一な非零 m を全試料に当てはめると組成拘束に反するので注意。

10
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0.75 0.50 0.25 0.00 0.25 0.50 0.75
m

0.05

0.00

0.05

0.10
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0.20

0.25

(F
(m

)
F(

0)
)/[
N

(b
a)

]

2003: Landau free-energy landscape
kBT/(b a) = 2.5
kBT/(b a) = 3.0
kBT/(b a) = 3.5

復習のための重要公式
Boltzmann 分布： Pl ∝ e−βTEl ,

張力固定： P (E,L) ∝ e−βT (E−XL),

自由エネルギー： F = −kBT lnZ, G = −kBT lnY,

熱容量： C =

(

∂E

∂T

)

N

,

平均場の臨界点： v(Tc) = 0, Tc = 3(b− a)/kB.

備考：本書は 2004 年度・2003 年度の第 2 問を資料に基づいて解いた独立の非公式解答である。原題にない数学的補足（秩序変数の解釈、近似の有効域、感受率）は解説として追加した。

11
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2002年度　第 2問 電場中の鎖状高分子
原題：平成 14年度『物理学』問題 2（原本 4頁）。変数は原題のN, b,Q,E, T, µi, xN を使用する。xN = b

∑
N

i=1
µi。以下は大学非公認の独立解答。

1. 電場がない場合
(a)配置数とエントロピー 上向き要素を N+、下向きを N− とすると、

N+ +N− = N, N+ −N− =
xN

b
, N± =

1

2

(

N ±
xN

b

)

.

従って、実現できる xN に対して
W (xN ) =

(

N

N+

)

, S(xN ) = kB ln
N !

N+!N−!
.

xN/bとN は同じ偶奇で、|xN | ≤ Nbを満たす必要がある。N± ≫ 1として Stirling近似を使い、m = xN/(Nb)と置けば
S(xN )

NkB
≃ −

1 +m

2
ln

1 +m

2
−

1−m

2
ln

1−m

2

= ln 2−
m2

2
−

m4

12
+O(m6).

(b)端点を保持する力 内部エネルギーが xN に依存しないなら、Helmholtz自由エネルギーは F(xN , T ) =
−TS(xN )（xN に依存しない定数は省略）。端点変位に共役な外力 X は

X =

(

∂F

∂xN

)

T

= −T
∂S

∂xN

=
kBT

2b
ln

Nb+ xN

Nb− xN

=
kBT

b
artanh

(xN

Nb

)

.

右向きに伸ばす xN > 0の場合 X > 0。復元力はこの反対符号である。
(c) Hooke則と弾性の原因 |xN | ≪ Nbのとき

X =
kBT

Nb2
xN +O(x3

N ), κentropic =
kBT

Nb2
.

温度に比例し、鎖の要素数に反比例するエントロピー弾性である。要素は伸びても相互作用エネルギーを蓄えるのではなく、配向の自由度が失われるために復元力が生じる。
2. 一様な電場 E > 0を加えた場合
(a)分配関数 原題の一要素の電場エネルギーは −QEbµi。A = QEb/(kBT )とおけば

ZN (E, T ) =
∑

µi=±1

exp

(

A

N
∑

i=1

µi

)

=

N
∏

i=1

(eA + e−A) = [2 coshA]N .

(b)配向の平均
⟨µi⟩ =

eA − e−A

eA + e−A
= tanhA (i = 1, . . . , N).

(c)鎖長の平均と (1c)との比較
⟨xN ⟩ = Nb tanhA, ⟨xN ⟩ ≃

NQEb2

kBT
(NA ≪ 1 ⇒ A ≪ 1).

(1c)では X = kBT xN/(Nb2)だから X = QE とすれば同じ式が得られる。これは分配関数の電場エネルギーが −QExN、すなわち xN に共役な力は QE であるためである。
原題の「外力の総和 NQE」に関する注意： 各電荷に働く力を単純に足せば NQE だが、各力は鎖の異なる位置に作用する。総和を端点位置 xN に共役な力とみなすことはできない。実際に Ftot = NQE と書けば
⟨xN ⟩ ≃ Ftotb

2/(kBT )となり、(1c)の Nb2/(kBT )とは異なる。与えられた一要素エネルギーを忠実に使う限り、共役な力は QE であり、この差を無視して両者が一致するとしてはならない。
1
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検算と復習
磁場の代わりに電場 E を入れた独立スピンの分配関数に等しく、

∂ lnZN

∂A
= N tanhA =

⟨xN ⟩

b
, Var(xN ) = Nb2 sech2 A.

特に E = 0における線形応答は ∂E⟨xN ⟩ = NQb2/(kBT )で、上記の一次近似と一致する。

2
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2001年度　第 2問 周期 1次元 Ising模型
原題：平成 13年度『物理学』問題 2（原本 3頁）。N は偶数、σi = ±1、周期境界 σN+1 = σ1、H = −J

∑
N

i=1
σiσi+1。

1. 基底状態は強磁性か J > 0なら隣接スピンが等しいほどエネルギーが低くなるので強磁性、J < 0なら隣接スピンが逆向きほど低くなるので反強磁性である。J = 0なら全配向が縮退する。
2. 基底状態の配向 J > 0なら++++ · · ·+と−−−−· · ·−の 2通り。J < 0なら+−+−· · · と−+−+ · · ·の 2通り（N 偶数のため周期境界と両立する）。
3. 基底エネルギーと縮退度 J ̸= 0なら E0 = −N |J |、縮退度は 2。J = 0は E0 = 0、縮退度 2N。
以下は原題に従い J > 0とする。

4. 第 1 励起状態 隣接スピンの向きが異なる場所（domain wall）1 個につき、整列状態と比べてエネルギーは 2J 増す。周期鎖では壁の個数は偶数だから、最小の励起は壁 2 個である。すなわち連続する ℓ 個（1 ≤ ℓ ≤ N − 1）だけ反転した塊とその平行移動。
E1 = −NJ + 4J , g1 = 2

(

N

2

)

= N(N − 1) .

後者は壁となる 2本の結合を選び、基準となる 1個のスピンの符号を 2通りから選ぶことで得られる。
5. 全準位と縮退度 壁の個数をM とすると、M は 0, 2, . . . , N の偶数に限られる（N 偶数）。各壁の結合には σiσi+1 = −1、それ以外には +1を代入すれば

EM = −J(N − 2M) , gM = 2

(

N

M

)

, M = 0, 2, . . . , N.

縮退度の和は 2
∑

M even
(

N

M

)

= 2N となり、状態数の総和を再現する。
6. 分配関数 K = J/(kBT )、β = (kBT )

−1 として
ZN =

∑

M even

2

(

N

M

)

eβJ(N−2M)

= (eK + e−K)N + (eK − e−K)N

= (2 coshK)N + (2 sinhK)N .

N = 2, 4, 6, 8の場合に全 2N 配置を直接列挙して一致を検証した。
7. 熱力学極限の自由エネルギー

FN

N
= −kBT

{

ln(2 coshK) +
1

N
ln
[

1 + (tanhK)N
]

}

.

有限温度では 0 < tanhK < 1だから第 2項は消失し、
f(T ) = lim

N→∞

FN

N
= −kBT ln

[

2 cosh
(

J

kBT

)]

.

この模型には T > 0の有限温度相転移はない。
8. 内部エネルギーとエントロピー u = ∂β(βf)、s = (u− f)/T を使うと

u(T ) = −J tanhK , s(T ) = kB[ln(2 coshK)−K tanhK] .

T → 0+ で u → −J、s → 0（N → ∞を先に取る）。高温ではK ≪ 1で、
s(T ) = kB ln 2−

J2

2kBT 2
+O(T−4) .

高温極限で各スピンが独立な 2状態となるため s → kB ln 2である。

1



東大理物・統計力学詳解集　 2001年度第 2問 非公式解答

左：無次元内部エネルギー u/J。右：無次元エントロピー s/kB。いずれも熱力学極限。有限N の残差はN−1 log(1 + tanhN K)で定量化される。
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電磁気学・古典力学　25年度収録への増補

2001～2026年度（2021年度を除く）を対象とした改訂版です。

前の合冊版には2014～2026年度の12年度が収録されていました。

今回、2008～2013年度の既存の原題・独立解答を追加しました。

さらに2001～2007年度の提供原題PDFから問題を抽出し、独自解答を増補しました。

2004年度は第3問（電磁気）と第4問（中心力・重力散乱）の2大問を掲載。

したがって、今回の収録は25年度分・計26大問です。

原題と独自解答は分けて掲載し、原題の番号は改変していません。

資料の由来と検査区分

2014～2026：既存の合冊版の問題・解答を保持

2008～2013：旧18年度合冊版から原題・独自解答を複製

2001～2007：ユーザー提供H13phys.pdf～H19phys.pdfから原題を収録

　　　　　　　2001～2007年度の独自解答を新規に制作

本誌の解答は公式模範解答ではありません。

数式・物理的仮定は独立検算対象ですが、完全な外部査読は未実施です。

出典の公式過去問一覧：

https://www.phys.s.u-tokyo.ac.jp/about/147/

二次利用条件：

https://www.phys.s.u-tokyo.ac.jp/wp-content/uploads/2025/03/EntranceExam2ndUse.pdf

https://www.phys.s.u-tokyo.ac.jp/about/147/
https://www.phys.s.u-tokyo.ac.jp/wp-content/uploads/2025/03/EntranceExam2ndUse.pdf


東京大学大学院理学系研究科
物理学専攻修士課程入学試験
電磁気学・古典力学

問題・詳解集
年度降順・更新合冊版
2026年度 −→ 2014年度
第 1–6巻／ 12年度分

収録の原則
各年度の第 3問を，大学院入試の原題，独立解答の順に収録した。問題本文と解答は別にし，数式の導
出と境界条件・近似条件を明記する。2021年度は原題未収録のため除外する。
重要な校注（2014年度）
原題のMaxwell–Faradayの式には通常と異なる符号が印字されている。原題自体は改変せず，解答で通
常の負号を使う理由と影響を記載した。
利用上の注意 これらは非公式の独立解答であり，東京大学が公表した模範解答ではない。今回新規に
作成した 2015・2014年度を除く既刊分の全小問を，今回再査読したものではない。



年度別目次
年度 主題 原題開始頁
2026 荷電質点・磁場・回転する管 3

2025 静電場・Poisson方程式・鏡像法 8

2024 Rayleigh散乱・光ピンセット 16

2023 双極子・四重極子・相互作用 20

2022 電磁波・Fresnel係数・全反射 25

2020 同軸ケーブル・TEMモード 28

2019 重力波による連星運動の減衰 33

2018 電気双極子の放射・干渉 37

2017 二重振り子・固有モード移行 41

2016 相対論的ロケット・固有加速度 46

2015 運動する電荷・Lorentz変換 51

2014 導体の表皮効果・電力反射率 54

新規収

録 2年度の詳細
• 2015 年度：6 設問。線電荷密度，Lorentz 変換，運動する点電荷の電磁場。原題 1 頁＋独立解答
2頁。

• 2014年度：6設問。平面波の分散，表皮深さ，反射率，電気伝導による散逸。原題 1頁＋独立解答
2頁。

読み方 年度ごとに「原題→解答」を配置し，PDFのしおりから年度・原題・解答へ移動できる。2015・
2014年度の原題は提供された PDFの該当ページを直接転載した。

物理的条件 2014年度の解答では e
−iωt を採用し，標準的なMaxwell–Faradayの負号を用いる。良導

体近似 ωεm � σm はその近似が指定された設問で用いる。



東大院試の物理   25ヵ年 YEAR INDEX

電磁気学・古典力学  ｜  年度別問題

2026 年度
出題テーマ  /  編集上の分類

荷電質点・磁場・回転する管

次ページから、当該年度の問題と独立解答・解説を収録します。
原題の出典および二次利用条件は巻頭の案内をご覧ください。

taku  /  takuphys.com 非公式編集版







東大理物院試・電磁気学／古典力学　第 1巻 非公式詳解

2026年度　第 3問　荷電質点と回転・傾斜する管
出典：R8Master.pdf, 第 3問，冊子 5–6頁（PDF 6–7頁）。問題本文と図は直前の原題ページに掲載。
記号：m,M > 0 を 2質点の質量，a > 0 を棒の半長，x を棒の中心の軸方向座標，Q > 0 を右端質点
の電荷，B > 0 を鉛直下向きの磁束密度とする。

sm = x− a, sM = x+ a, M = m+M, δ = M −m.

質点は管の横断方向には拘束されるが，棒全体として管の軸方向に滑る。以下では管からの摩擦や管自
体の質量を無視する。

問 1：等速回転中の定常位置 x0

角速度 ω > 0の水平回転で，棒の右端の速度は vM = ω(x+ a)eϕ である。B = −Bez よりローレン
ツ力の管軸方向成分は

(QvM ×B) · er = −QBω(x+ a).

したがって重心に必要な向心加速度を含む軸方向の運動方程式は
Mẍ = ω2

[

m(x− a) +M(x+ a)
]

−QBω(x+ a). (1)

定常位置では ẍ = 0であるから
(

Mω −QB
)

x0 + a
(

δω −QB
)

= 0.

結論： x0 = a
QB − δω

Mω −QB
(Mω 6= QB).

Mω = QB では m > 0なら定数項は −2mωa 6= 0となり，定常解はない。磁場の向きと上から見た
回転方向が反転すれば，QBω の符号に注意する。

問 2：回転軸の周りの角運動量
質点の速度は接線方向に ωsm, ωsM である。機械的角運動量は

Lz = ω{m(x0 − a)2 +M(x0 + a)2}.

結論： |Lz| = ω
[

M(x2
0 + a2) + 2δax0

]

.

求めるのは物体の機械的角運動量であり，外部磁場のベクトルポテンシャルに由来する正準角運動量
と同一視しない。

問 3：軸方向の微小振動と必要十分条件
式 (1)を x = x0 + η として整理すると

η̈ +

(

QBω

M
− ω2

)

η = 0.

1



東大理物院試・電磁気学／古典力学　第 1巻 非公式詳解

結論：Mω < QB ⇐⇒ Ω =

√

QBω

m+M
− ω2 > 0.

この条件は ω,Q,B > 0のもとで必要十分である。等号なら加速度は零の自由運動であり，厳密な単
振動ではない。不等号が逆なら平衡からのずれは指数関数的に増幅する。

問 4：水平軸の周りの慣性モーメント
図 2と同様に右端が下がる時計回りの傾きを正の角 θ として，管を水平な支点のまわりで傾ける。こ

の回転軸からの距離は両質点について |x∓ a|なので
I(x) = m(x− a)2 +M(x+ a)2 = M(x2 + a2) + 2δax.

注意：ここから問 6までは B = 0であり，管の水平面内の回転も起こらない。

問 5：管の傾斜角 θ(t)の初期短時間展開
重力ポテンシャルと運動エネルギーは

U = −g[Mx+ δa] sin θ, K =
1

2
Mẋ2 +

1

2
I(x)θ̇2.

角度 θ の Euler–Lagrange方程式は
d
dt

(

I(x)θ̇
)

= +g(Mx+ δa) cos θ. (2)

初期条件 θ(0) = θ̇(0) = x(0) = ẋ(0) = 0と I(0) = Ma2 を代入すると
θ̈(0) = +

δg

Ma
.

結論： θ(t) = +
(M −m)g

2(m+M)a
t2 +O(t6) .

問題文の「cos θ ' 1」「a± x ' a」の近似に対応する。M = mなら初期条件の対称性から傾きは生じ
ない。

問 6：滑り座標 x(t)の短時間展開
xの Euler–Lagrange方程式は

Mẍ =
1

2
I ′(x)θ̇2 +Mg sin θ = [Mx+ δa]θ̇2 +Mg sin θ. (3)

これは傾斜による重力成分に加えて，支点からの距離に応じた遠心項を含む。xθ̇2 は高次だが，δaθ̇2 は
最低次の t2 に寄与する。

θ̇ = +
δg

Ma
t+O(t5), sin θ = +

δg

2Ma
t2 +O(t6).

これを式 (3)へ代入すると
ẍ =

δg2

Ma

(

1

2
+

δ2

M2

)

t2 +O(t6).

2



東大理物院試・電磁気学／古典力学　第 1巻 非公式詳解

x(0) = ẋ(0) = 0を使って二回積分すれば
結論： x(t) =

(M −m)g2

12(m+M)a

[

1

2
+

(

M −m

m+M

)2
]

t4 +O(t8) .

近似で遠心項 δaθ̇2 を落とすと，この係数を誤る。図の右端が重ければ初期短時間で x > 0となる。

問 7：磁場があるときの水平面内の回転角の時間べき
管の方位角を φとする。半径方向の座標は si = x∓ aで，水平面への射影は si cos θ である。B は鉛
直下向きであるから，対称ゲージを用いた Lagrangianは

L =
1

2
Mẋ2 +

1

2
I(x)(θ̇2 + cos2 θφ̇2) + g(Mx+ δa) sin θ

−
QB

2
(x+ a)2 cos2 θ φ̇.

φが循環座標なので
pφ = I(x) cos2 θ φ̇−

QB

2
(x+ a)2 cos2 θ = 一定.

初期静止条件から pφ = −QBa2/2であり，厳密に
φ̇ =

QB

2I(x)

[

(x+ a)2 − a2 sec2 θ
]

. (4)

問 5,6の最低次展開では θ = O(t2), x = O(t4)なので，式 (4)の括弧内は一般に O(t4)である。ゆえに
φ(t) ∝ t5 （一般的な非対称質量の場合）.

より正確には，上記の展開を代入して
φ(t) =

QB (M −m)m(3m−M)g2

60(m+M)4a2
t5 +O(t7) . (5)

例外：m = M では運動自体が開始しない。また M = 3m では式 (5) の先頭係数が相殺されるため，
n = 5と断定できず，より高次の Taylor展開が必要である（この場合の先頭次数は 9）。原題は質量が異
なることのみを仮定しているので，厳密にはこの例外に言及すべきである。

3



東大院試の物理   25ヵ年 YEAR INDEX

電磁気学・古典力学  ｜  年度別問題

2025 年度
出題テーマ  /  編集上の分類

静電場・Poisson方程式・鏡像法

次ページから、当該年度の問題と独立解答・解説を収録します。
原題の出典および二次利用条件は巻頭の案内をご覧ください。

taku  /  takuphys.com 非公式編集版









 

専門科目（物理学）の問題訂正 

 

 

第３問 (C) 5. 

（訂正前）位置 r 

→ （訂正後） 原点 O以外の位置 r 

 

 

第３問 (C) 6. 

（訂正前）点 aにおける  

→ （訂正後） 電気双極子 pにより導体に誘導される電荷が，点 aにつくる 

 

 

 



東大理物院試・電磁気学／古典力学　第 1巻 非公式詳解

2025年度　第 3問　静電ポテンシャル・鏡像法・電気双極子
出典：R7Master.pdf, 第 3 問 (A)–(C)，冊子 5–7 頁（PDF 8–10 頁）。PDF 15 頁の公式問題訂正を適
用。MKSA単位系。

(A) 問 1：Maxwell方程式から Poisson方程式へ
静電場では∇×E = 0なので，単連結な領域内で E = −∇ϕと置ける。Gaussの法則∇ ·E = ρ/ε0

より
∆ϕ = −

ρ

ε0
.

これは静電場の位置エネルギーに相当する電位の基礎方程式である。

(A) 問 2：Dirichlet境界条件のもとでの一意性
同じ ρと同じ境界値をもつ二つの解 ϕ1, ϕ2 に対し f = ϕ2 − ϕ1 と置けば ∆f = 0かつ f |S = 0とな

る。問題中の Greenの第一恒等式により
0 =

∫

V

f∆f dV =

∫

S

f∇f · dS −

∫

V

|∇f |2 dV = −

∫

V

|∇f |2 dV.

したがって ∇f = 0であり，連結領域では f は一定。境界条件から
ϕ1 = ϕ2 in V .

非有界領域では無限遠での適切な減衰条件も必要である。

(B) 問 3：接地導体の前の点電荷の境界値問題
領域 x > 0に点電荷 q が a = (a, 0, 0)にある場合

∆ϕ(r) = −
q

ε0
δ(3)(r − a) (x > 0), ϕ(0, y, z) = 0, ϕ(r) → 0 (|r| → ∞).

領域は x > 0の真空で，金属内 x ≤ 0の電位は接地により零となる。

(B) 問 4：鏡像電荷，解の確認と一意性
境界面について鏡像の位置 a′ = (−a, 0, 0)に電荷 −q を置いた補助問題を考えると

ϕ(r) =
q

4πε0

(

1

|r − a|
−

1

|r − a′|

)

, x > 0.

x = 0では二つの距離が等しいため ϕ = 0。また領域 x > 0には本物の点電荷 q だけが存在し，右辺の
Laplacianは問 3を満たす。無限遠でも ϕ → 0。問 2の一意性定理により，これが解である。像電荷は
導体外部の電場を再現する数学的手段であり，導体内部に実在する電荷ではない。

4



東大理物院試・電磁気学／古典力学　第 1巻 非公式詳解

(C) 問 5：点双極子が作る電場
+q を d/2，−q を −d/2に置き，p = qdを固定して |d| → 0とする。電位は

ϕd(r) =
1

4πε0
lim
d→0

q

(

1

|r − d/2|
−

1

|r + d/2|

)

=
p · r

4πε0r3
.

∇(r−3) = −3r/r5 を用いて
E(r) =

1

4πε0r3

(

3(p · r)

r2
r − p

)

, r 6= 0.

注：公式訂正により設問の対象は原点を除く位置 r に限定されている。分布としては原点の接触項が追
加されるためである。

(C) 問 6：鏡像双極子による誘導電荷の電場
実際の双極子は a = (a, 0, 0)，p = p(cos θ, sin θ, 0)である。法線方向成分は鏡像で同符号，導体面に
平行な成分は逆符号なので，鏡像双極子は

a′ = (−a, 0, 0), p′ = p(cos θ,− sin θ, 0).

r = aと a′ − a = −2aex に注意し，像双極子から実双極子までの変位を 2aex とすれば
Eind(a) =

p

32πε0a3
(

2 cos θ ex + sin θ ey
)

.

これは導体に誘導された電荷だけが双極子の位置につくる電場であり，自分自身の発散する自己電場は
含めない。公式問題訂正で問 6がこの意味に修正されている。

(C) 問 7：電気双極子に作用するトルクと静止角
導体からの電場に作用されるトルクはN = p×Eind だから

Nz(θ) = −
p2

32πε0a3
sin θ cos θ = −

p2

64πε0a3
sin 2θ.

Nz = 0となるすべての向きは
θ =

kπ

2
(k ∈ Z) .

θ = 0, π は N ′

z(θ) < 0なので安定，θ = π/2, 3π/2は不安定である。

5
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トルクの角度依存。θ = 0 近傍では復元トルクが働く。

(C) 問 8：微小角振動の周期から慣性モーメントを求める
θ ' 0では sin θ cos θ ' θ より

Iθ̈ = −
p2

32πε0a3
θ.

これを θ̈ +Ω2θ = 0と比較すると
Ω2 =

p2

32πε0Ia3
, T =

2π

Ω
.

結論： I =
p2T 2

128π3ε0a3
.

次元検査：p2/(ε0a
3)はエネルギーの次元であり，T 2 を掛けると慣性モーメントの次元 kg m2 になる。

6
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復習チェック／検算の対象
• 2026年の QBω の符号は，管の回転と下向き磁場に対応しているか。
• 2026年問 3の単振動条件は QB > Mω であって，等号を含まない。
• 2026年問 6では 1

2I
′(x)θ̇2 を無視していないか。

• 2026年問 7では φが循環座標であることと，m = M およびM = 3mという例外を確認する。
• 2025年問 4は，境界 x = 0・点電荷位置・無限遠の三条件を確認する。
• 2025年問 6では，像双極子の法線方向／接線方向の符号を逆にしない。
• 2025年問 7–8では，導体による誘導電場のみをトルクに使う。

資料の扱いと解答の位置づけ
この PDFの原題は東京大学大学院理学系研究科物理学専攻の提供資料に基づく。2025年度について

は冊子末尾の公式訂正も併載した。解答は独自に作成した非公式解答であり，大学公表の模範解答では
ない。数式の独立検証を行った箇所があっても，外部査読・公式認定を意味しない。
収録範囲：2026年度第 3問 7小問，2025年度第 3問 (A)1–2,(B)3–4,(C)5–8（計 8小問）。2024年度以
前は次巻に収録予定。
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東大理物 院試 電磁気学・古典力学／第 2巻 非公式詳解

2024年度　第 3問：Rayleigh散乱と光ピンセット
原題：R6Master.pdf, PDF 8–9 頁（冊子 5–6 頁）。設問文・図は本解答の直前に配置した原題の画像を参照。
外部場は x方向に偏光し、荷電粒子の運動は x軸上だけとする。散乱の前半ではばね定数 k > 0, 電荷 q, 質量m

を用い、ω0 =
√

k/mと定義する。減衰と磁場は無視する。問 2は厳密共鳴 ω = ω0 を避けた定常解を求める設問で
ある。

問 1：荷電粒子の運動方程式
復元力は −kx、電場による力は qE(x, t)であるから、Newton方程式は

mẍ+ kx = qE(x, t). (1)

問 2：一様な正弦波場の強制振動
E(x, t) = E0 sinωtとして x(t) = X sinωtを代入すると (k −mω2)X = qE0 である。ゆえに

xp(t) =
qE0

m(ω2
0 − ω2)

sin(ωt) , ω0 =

√

k

m
. (2)

初期条件を指定されていないので、一般解には自由振動 C cos(ω0t) +D sin(ω0t)を足せる。ω = ω0 では減衰を無
視したモデルの定常正弦解が存在しない（共鳴で振幅が増大）。

問 3：Rayleigh散乱の色と角度依存
式 (2)から加速度振幅は |ẍ|amp = |qE0|ω

2/[m|ω2
0 − ω2|]。原題で与えられた放射強度の角度因子は

I(n) ∝ |n× (n× a)|2 = |a|2
[

1− (n · ex)
2
]

,

となる（nは観測方向の単位ベクトル）。同じ入射電場強度で比較すると
I ∝

ω4

(ω2
0 − ω2)2

[1− n2
x] ; ω � ω0 : I ∝ ω4 .

可視光がともに共鳴から十分離れた範囲では、短波長の青い光の方が赤い光より強く散乱される。n = ±ex では放
射されず、xに垂直な方向（例えば ±z）で最大である。

問 4：Gaussian電場の局所勾配
問題の場は E(x, t) = E0 exp(−x2/σ2) sinωtである。x = bにおいて

E1 = E0 exp(−b2/σ2),
∂Eamp
∂x

∣

∣

∣

∣

b

= −
2b

σ2
E1.

E(x, t) ' E1[1 + β(x− b)] sinωtと比較して
E1 = E0e

−b2/σ2

, β = −
2b

σ2
. (3)

1



東大理物 院試 電磁気学・古典力学／第 2巻 非公式詳解

問 5：微小双極子に働く合力
x± = b± d/2の電荷 ±q にはそれぞれ ±qE(x±, t)が作用する。

Fx(t) = q{E(b+ d/2, t)− E(b− d/2, t)}

= qE1βd sinωt+O(d3) = p βE1 sinωt , p = qd.

一様場の寄与は相殺される。極性と電場方向を混同せず、ここでの Fx は原題の +q が xの正方向側にある配置で定
義した。

問 6：誘起双極子の光ピンセット力
原題の線形分極関係 p(t) = αE(b, t) = αE1 sinωtを式 (5)の合力に代入すると

Fx(t) = αβE2
1 sin2(ωt) , Fx = 1

2αβE
2
1 .

中心から右側 b > 0では β < 0なので平均力は左向き、左側 b < 0では β > 0なので右向き。したがって微小誘電
体は x = 0の高強度領域に引き寄せられる。|βd| � 1は Taylor展開の正当化に必要。

問 7：電場のエネルギーによる独立説明
瞬間的な誘起双極子を一様場中の永久双極子と同一視せず、分極仕事 dU = −p(E)dE を積分すると

Uind(x, t) = −

∫ E(x,t)

0

αE′dE′ = −
1

2
αE(x, t)2.

したがって時間平均ポテンシャル U = −αEamp(x)
2/4、平均力は

F x = −∂xU =
α

4

dE2
amp

dx = −
αx

σ2
E2

0e
−2x2/σ2

.

α > 0では電場振幅の大きい位置ほど誘起双極子を作る自由エネルギーが低く、中心へ引かれる。これは問 6の局
所結果 F x = αβE2

1/2とも一致する。光学的吸収・散乱による放射圧は今回の簡略化モデルの対象外。

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
x/

0.25

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

no
rm

al
ize

d 
va

lu
e

E2
amp/E2

0 Fx/( E2
0/ )

図 1 Gaussian電場の強度と、α > 0の場合の時間平均勾配力。縦軸は適当な共通規格化。
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東大理物 院試 電磁気学・古典力学／第 2巻 非公式詳解

2023年度　第 3問：双極子・四重極子の多重極展開
原題：R5master.pdf, PDF 8–9 頁（冊子 5–6 頁）。設問文・図は本解答の直前に配置した原題の画像を参照。
以下K = 1/(4πε0)と略す。x, y, z は観測位置、r =

√

x2 + y2 + z2、d � r, aとする。双極子・四重極子のエネ
ルギーは原題で指定された定義に従う。

問 1：クーロン核の一次展開
r0 が r より十分小さいとき

|r − r0| = r

√

1−
2r · r0
r2

+
r20
r2

= r −
r · r0
r

+O(r20/r),

1

|r − r0|
=

1

r
+

r · r0
r3

+O(r20/r
3) .

問題の「r0/r の 1次」は、長さ自体については上段の式、後のポテンシャル計算にはその逆数を用いる。

問 2：y 方向の双極子のポテンシャル
位置 (0,±d/2, 0)の電荷を ±eとすると

ϕ(r) = Ke

(

1

|r − d
2ey|

−
1

|r + d
2ey|

)

= Ke
dy

r3
+O(d3/r4).

ゆえに双極子モーメント p = edey として
ϕ(r) = K

p · r

r3
= K

ed y

r3
. (4)

問 3：双極子電場の成分
E = −∇ϕと ∂i(y/r

3) = δiy/r
3 − 3yxi/r

5 より
Ex = K

3edxy

r5
, Ey = Ked

(

3y2

r5
−

1

r3

)

, Ez = K
3edyz

r5
.

まとめれば E = K[3(p · r̂)r̂ − p]/r3 となる。

問 4：y = aに置いた双極子の相互作用エネルギー
軸上 (0, a, 0)の電場は式 (4)より E(0, a, 0) = (0, 2Ked/a3, 0)。もう一つの双極子を p′ = ed(cos θ, sin θ, 0)とす
ると

U(θ) = −p′ ·E = −
2Ke2d2

a3
sin θ . (5)

問 5：安定配向
e, d, a > 0ゆえ、式 (5)を最小化するには sin θ = 1が必要。

θ =
π

2
+ 2πn (n ∈ Z) .

3



東大理物 院試 電磁気学・古典力学／第 2巻 非公式詳解

θ = −π/2は極大、すなわち不安定な向き。

問 6：四重極子モーメントの計算
原点に +2e、y = ±d/2に各 −eを配置する。総電荷 qtot = 0、双極子モーメント p = 0。原題の規約

Qij =
1

2

∑

s

qs(3xs,ixs,j − r2sδij)

に従い、S =
∑

s qsy
2
s = −ed2/2を計算すると

Qxx = Qzz =
ed2

4
, Qyy = −

ed2

2
, Qij = 0 (i 6= j) .

以降 C = ed2/4とおけば Q = C diag(1,−2, 1)。確かに trQ = 0。

問 7：四重極子のポテンシャルと電場
与えられた展開式は q = p = 0なので

ϕQ(r) = K

∑

ij xixjQij

r5
= KC

r2 − 3y2

r5
. (6)

EQ = −∇ϕQ を計算して
Ex =

3KC

r7
x(r2 − 5y2),

Ey =
3KC

r7
y(3r2 − 5y2),

Ez =
3KC

r7
z(r2 − 5y2).

(7)

すべて O(r−4)で減衰する。特に正の y 軸上で Ey = −6KC/a4 となり、原点の四重極子による電場は原点方向を
向く。

問 8：平行配置と垂直配置の四重極子相互作用
原題の相互作用エネルギーを用いる：

U = −
1

3

∑

ij

Q′
ij∂iEj(0, a, 0).

式 (6)の 2階微分から、r = (0, a, 0)で
(∂iEj) =

KC

a5
diag(−12, 24,−12), Q(y) = C diag(1,−2, 1).

配置 (c1)：上側の四重極子も y 方向なので Q′ = Q(y)。
U‖ = −

1

3

KC2

a5
(−12− 48− 12) =

24KC2

a5
=

3Ke2d4

2a5
> 0.

配置 (c2)：上側の四重極子は x方向を向くので Q′ = C diag(−2, 1, 1)である。
U⊥ = −

1

3

KC2

a5
(24 + 24− 12) = −

12KC2

a5
= −

3Ke2d4

4a5
< 0.

結果： U⊥ < U‖ 。この近似では (c2)の方がエネルギーが低く、四重極子が相対的に安定な配置をとる。
4



東大理物 院試 電磁気学・古典力学／第 2巻 非公式詳解

検算記録・問題と解答の利用上の注意
1. 双極子電場：ϕ = Ked y/r3 を三変数で微分した結果が問 3の全成分と一致することを記号計算で確認。
2. 四重極子電場：式 (6)の勾配が式 (7)と一致し、真空の点 r > 0で∇ ·E = 0を満たすことを記号計算で確認。
3. 配置エネルギー：連続場の四重極子規約と、原点からの距離が dだけ異なる有限電荷配置の直接 Coulomb和を
小さい d/aで比較する検算を付属スクリプトで実施。

4. Rayleigh散乱：加速度の ω2 依存と、放射強度の加速度二乗を組み合わせて ω4 則を導出。共鳴近傍、減衰が
無視できない場合には適用不可。

5. 光ピンセット：問 5・問 6の局所 Taylor展開と問 7の誘起双極子のエネルギー勾配が一致することを検証。
この冊子は配布された東京大学大学院理物の原題に基づく非公式独立解答です。大学の採点基準・公式解答ではあ
りません。原題は画像をそのまま掲載し、加筆した解説と区別しています。

0 /2 3 /2 2
angle from x-axis

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0
d sin Q (1 3sin2 )/2

図 2 双極子・四重極子の無次元ポテンシャルの角度依存（半径一定）。四重極子は y 方向を対称軸に取る。

5



東大院試の物理   25ヵ年 YEAR INDEX

電磁気学・古典力学  ｜  年度別問題

2022 年度
出題テーマ  /  編集上の分類

電磁波・Fresnel係数・全反射

次ページから、当該年度の問題と独立解答・解説を収録します。
原題の出典および二次利用条件は巻頭の案内をご覧ください。

taku  /  takuphys.com 非公式編集版
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2022年度 第 3問：誘電体界面と電磁波の反射・屈折
原題：R4master.pdf，PDF 8 頁（問題冊子 5 頁）。以降の問 1–6 は当該原題の番号と対応する。
設定：領域 z < 0の速さ v1 = v，z > 0の速さ v2 = 2v，透磁率は共通値 µとする。誘電率をそれぞれ ε1, ε2 と記
す。界面に自由電荷・自由面電流は存在しない。電場は常に y 方向の TE偏光である。

問 1：入射磁束密度の方向と振幅
入射電場 E1 = (0, E0 cos(kz − ωt), 0)に Faradayの法則を使う。

(∇×E1)x = −∂zEy = kE0 sin(kz − ωt) = −∂tBx.

Bx = B0x cos(kz − ωt)を代入すると −∂tBx = −ωB0x sin(kz − ωt)なので，B0x = −kE0/ω。したがって
B0 = (−E0/v, 0, 0) (ω = vk).

E1 ×B1 は +z 方向となる。これは入射波の進行方向と一致する。

問 2：二つの媒質の誘電率の比
電磁波の位相速度は vj = (µεj)

−1/2。よって
ε2

ε1
=

(

v1

v2

)2

=
1

4
.

問 3：垂直入射の透過振幅
反射電場を Ey = R cos(−kz − ωt)，透過電場を Ey = T cos(kz/2− ωt)とする。界面における接線電場 Ey と接
線磁場 Hx = Bx/µの連続性は

E0 +R = T, −E0

µv
+

R

µv
= − T

2µv
.

したがって E0 −R = T/2。連立して
T

E0
=

4

3
,

R

E0
=

1

3
.

検算：時間平均エネルギー流は 〈Sz〉 = 1
2

√

ε/µE2
amp。入射を 1とした反射率 1/9，透過率 (1/2)(16/9) = 8/9で

和は 1。

問 4：斜入射時の透過波数ベクトル
入射波 cos(qx+ 2qz − ωt)の波数の大きさは√

5q。透過側では波数の大きさが半分なので |Q| =
√
5q/2。界面で

x方向の位相が一致することより Qx = q, Qy = 0であり，+z へ進む波を選ぶと
Qz =

√

(
√
5q/2)2 − q2 =

q

2
, Q = (q, 0, q/2) .

問 5：斜入射の透過振幅比
TE偏光なので接線 Hx は −kzEy/(ωµ)で与えられる。反射波の z 波数は −2q。したがって

E0 +R = T, (2q)(E0 −R) = (q/2)T.

R = T − E0 を代入して 4qE0 = (5q/2)T を得る。よって
T/E0 = 8/5 , R/E0 = 3/5 .

1
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問 6：全反射時の透過側電場振幅
入射波数の成分は (K, 0,K)で ω/v =

√
2K。透過側の |k2| = K/

√
2は接線成分K より小さく，

Qz = iκ, κ =
√

K2 −K2/2 = K/
√
2.

z > 0側の複素電場を Ẽy = tE0e
iKx−κz−iωt とすると，界面条件より

t =
2kz1

kz1 +Qz

=
2K

K + iκ =
2

1 + i/
√
2
.

したがって実電場の局所振幅（時間に関する余弦の係数）は
Eamp(z) =

√

8

3
E0 exp

(

−Kz√
2

)

(z > 0).

位相はKx− ωt− arctan(1/
√
2)である。z 方向に減衰する場であり，平均の法線方向エネルギー流は零となる。

0 1 2 3 4 5
Kz

0.0

0.5

1.0

1.5

E a
m

p/E
0

Evanescent amplitude  (2022, Q6)

図 1 2022年度問 3・問 6：入射・反射・透過振幅と、全反射時のエバネッセント場の規格化した振幅。
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東大理物 院試・電磁気学／古典力学 詳解集 第 3巻 非公式解答

2020年度 第 3問：同軸ケーブルの TEMモード
原題：R2phys.pdf，PDF 8–9 頁（問題冊子 5–6頁）。導体芯半径 a，外導体内半径 b（0 < a < b），誘電率 ε，透磁率 µ。導体
は完全導体で，a < r < b は均一な絶縁体。

問 1：ゼロになる電場・磁場成分
軸対称 TEM モードでは Ez = Bz = 0, ∂θ = 0。∇ · E = 0 と導体表面の接線電場 Eθ(a) = Eθ(b) = 0 から

Eθ = 0。また ∇ ·B = 0により ∂r(rBr) = 0，境界の法線磁束が零であることから Br = 0。結局
E = Er(r, z, t)er , B = Bθ(r, z, t)eθ .

問 2：電場の波動方程式
Faradayの法則と Ampère–Maxwellの法則を円筒座標で成分表示すると

∂zEr = −∂tBθ, −∂zBθ = µε ∂tEr.

両式を組み合わせて
∂2Er

∂z2
− µε

∂2Er

∂t2
= 0 .

さらに Gaussの法則 ∂r(rEr) = 0から，半径方向の形は Er ∝ 1/r に固定される。

問 3：複素振幅 E(r)と B(r)

Er = E(r)ei(kz−ωt)，Bθ = B(r)ei(kz−ωt) とおく。Gaussの法則と E(a) = E0 から
E(r) = aE0

r
.

Faradayの法則 ikE = iωB より
B(r) = k

ω

aE0

r
=

√
µε

aE0

r
, k2 = µεω2.

磁場は +eθ 方向で，E ×B は +z 方向。

問 4：位相速度
分散関係 k2 = µεω2 なので

vp =
ω

k
=

1√
µε

.

均一な誘電体で ε, µが周波数に依存しなければ，群速度も同じである。

問 5：単位時間に輸送される平均エネルギー
実際の電場を Er = (aE0/r) cos(kz − ωt) とする。Poynting ベクトルの z 成分は Sz = ErBθ/µ であり，

〈cos2〉 = 1/2を用いて
P =

∫ b

a

1

2µ

√
µε

a2E2
0

r2
(2πr dr)

= πa2E2
0

√

ε

µ
ln b

a
.

3
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P は時間平均の輸送エネルギー毎秒（単位W）である。瞬間値なら上式の 1
2 を取り去り cos2(kz − ωt)を掛ける。

問 6：芯線と外導体の電圧
芯線の電位を外導体に対して正にとり，半径方向に積分する。

V (z, t) = −
∫ a

b

Er(r, z, t) dr = aE0 ln b

a
cos(kz − ωt) .

問 7：特性インピーダンス
Ampèreの法則を軸を囲む円周へ適用して 2πrHθ = I(z, t)。したがって

I(z, t) =
2πrBθ

µ
= 2πaE0

√

ε

µ
cos(kz − ωt).

電圧と電流は同位相で，特性インピーダンスは
Z0 =

V

I
=

1

2π

√

µ

ε
ln b

a
.

Z0 は半径 r に依存しない。なお P = 〈V I〉 = V 2
0 /(2Z0)で問 5と一致する。

問 8：線形分散におけるパルス形状の保存
原題の重ね合わせを

V (z, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
v(k)eikz−iω(k)t dk

とする。v(k)が k0 近くに集中し ω(k) = ω0 +A(k − k0)と近似できるとき，q = k − k0 として
V (z, t) = ei(k0z−ω0t)

1√
2π

∫ ∞

−∞
v(k0 + q)eiq(z−At) dq.

F (ξ) = 1√
2π

∫

v(k0 + q)eiqξ dq と置けば
|V (z, t)| = |F (z −At)| .

包絡線は形を変えずに群速度 A = dω/dk で移動する。線形近似が成り立つ帯域では波束が広がらない。実電圧
ReV の搬送波の山の位置と，複素振幅の包絡線とを区別する。
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図 2 同軸ケーブルの電場・磁場の半径依存と，線形分散時のパルス包絡線の並進の模式図。
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検算と復習チェック
1. 2022年問 3：Fresnel振幅は R/E0 = 1/3，T/E0 = 4/3。反射率 1/9と透過率 8/9の和は 1。
2. 2022年問 5：kz,i = 2q, kz,t = q/2に対し T/E0 = 8/5である。
3. 2022年問 6：Qz = iK/

√
2は z > 0に進むに従って減衰する物理解である。

4. 2020年問 3：rEr = aE0e
i(kz−ωt) で，Gaussの法則を満たす。

5. 2020年問 5と問 7：〈V I〉からの電力と Poynting流の断面積分が一致する。
6. 2020年問 8：ω′′(k) = 0が狭帯域波束の非分散条件。一般の分散では波束が広がり得る。

出典と位置付け：原題は提供された R4master.pdfおよび R2phys.pdfを改変せず収録。解答・説明は独立作成で，
東京大学公式の模範解答ではない。数値的・代数的な検算は主要結果について行ったもので，全設問の外部査読完了
を意味しない。
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東大理物院試／電磁気・古典力学　第 4巻 2019年度　第 3問
2019年度 第3問　独立解答

分野：二体問題、変分原理、Keplerの第三法則、重力波放射、連星のインスパイラル。
元問題：H31phys.pdf の PDF第 8–9ページ（冊子第 5–6ページ）。 全 8設問。
【設問 1】 与えられた Lagrangianは

L =
µ

2
ṙ2 +

µ

2
r2φ̇2 +

GµM

r
, M = m1 +m2, µ =

m1m2

m1 +m2

.

動径の Euler–Lagrange方程式は
d

dt
(µṙ)−

(

µrφ̇2
−

GµM

r2

)

= 0 =⇒ r̈ − rφ̇2 = −
GM

r2
.

角度方向には Lagrangianが φに陽に依存しないため、
d

dt

(

µr2φ̇
)

= 0 .

すなわち、重心系における相対運動の面積速度は一定である。
【設問 2】 正準運動量は pr = µṙ, pφ = µr2φ̇である。Legendre変換より

E =
µ

2
(ṙ2 + r2φ̇2)−

GµM

r
, J = µr2φ̇ .

【設問 3】 Lは時間に陽に依存しないので、運動方程式の下で dE/dt = −∂L/∂t = 0 となる。同様に ∂L/∂φ = 0

より dJ/dt = ∂L/∂φ = 0。直接微分すると、
Ė = µṙ(r̈ − rφ̇2 +GM/r2) + φ̇

d

dt
(µr2φ̇) = 0.

これは放射損失を無視する Newton力学の保存則であり、後半では重力波放射の効果を摂動的に加える。
【設問 4】 円軌道の束縛エネルギー E = −GµM/(2a) から

dE

dt
=

GµM

2a2
ȧ,

dE

dt
= −

32G4µ2M3

5c5a5
.

よって
ȧ = −

64G3µM2

5c5a3
. (A)

符号が負であることは、放射に伴って円軌道半径が減少するという直観と整合する。
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a(t)/a0 = (1 t/ )1/4

P(t)/P0 = (1 t/ )3/8

【設問 5】 Keplerの法則 GMP 2 = 4π2a3 を対数微分すると
Ṗ

P
=

3

2

ȧ

a
.
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(A)を代入し、a = (GMP 2/4π2)1/3 を消去すると

Ṗ = −
96

5
(4π2)4/3

G5/3µM2/3

c5
P−5/3 . (B)

【設問 6】 無次元の Aと時間尺度 Pc を
A =

96

5
(4π2)4/3 = 2.581× 103 , Pc =

Gµ3/5M2/5

c3

と定めれば、Ṗ = −A(Pc/P )5/3 である。原題の Pc = GµαMβcγ と比べると
α =

3

5
, β =

2

5
, γ = −3 .

M = µ3/5M2/5 はチャープ質量と呼ばれる。
【設問 7】 (B)を P (0) = P0, P (τGW) = 0で積分すると

∫ P0

0

P 5/3dP = AP 5/3
c τGW ⇒ τGW =

3P
8/3
0

8AP
5/3
c

.

等質量m1 = m2 = mでは µ = m/2, M = 2mなので、Pc = 2−1/5Gm/c3。ゆえに
m

M�

= 21/5
P0

GM�/c3

(

3P0

8AτGW

)3/5

.

P0 = 0.06 s, τGW = 0.15 s, 2GM�/c
3 ' 10−5 s, A ' 2500とすると

m ' 4.0× 101M� (それぞれ約 40太陽質量).

これは原題の円軌道・Newton近似に基づく概算であり、波形の精密解析による質量推定とは区別する。
【設問 8】 短くなる軌道から失われるエネルギーを用いて

∆Erad =
GµM

2

(

1

amin

−
1

a0

)

.

等質量では µM = m2。∆Erad ' 0.1mc2 なら
1

amin

'
1

a0
+

0.2c2

Gm
, amin '

5Gm

c2
(a0 � amin) .

注意：厳密な有限 a0 の式では右辺第 1項を残す。a ∼ Gm/c2 では一般相対論的な補正が大きく、式 (A)による継
続はあくまで問題の指定した近似である。
確認事項 円軌道で J2 = Gµ2Ma, E = −GµM/(2a)。放射がある場合 ȧ < 0, Ṗ < 0となる。
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東大理物院試／電磁気・古典力学　第 4巻 2018年度　第 3問
2018年度 第3問　独立解答

分野：電気双極子、Lorenzゲージ、遅延ポテンシャル、放射場・Poyntingベクトル、二波源干渉。
元問題：H30phys.pdf の PDF第 6–7ページ（冊子第 5–6ページ）。 全 7設問。
【設問 1】 正電荷 +q が z = +d/2、負電荷 −q が z = −d/2にある。d � r で

φ0(r) =
q

4πε0

(
1

|r − d
2ez|

−
1

|r + d
2ez|

)
'

p cos θ

4πε0r2
, p = qd.

球座標で E = −∇φ0 を計算すると
E =

p

4πε0r3
(2 cos θ er + sin θ eθ) .

静電場は r−3 で減衰し、後半の放射場 r−1 とは異なる。
【設問 2】 時間依存する場はスカラーポテンシャル φとベクトルポテンシャルAで

E = −∇φ− ∂tA , B = ∇×A .

と表せる。Faradayの法則と ∇ ·B = 0を自動的に満たす形である。
【設問 3】 Lorenz条件 ∇ ·A+ c−2∂tφ = 0を用いる。Gauss則に E の表示を代入すると

−∇2φ− ∂t(∇ ·A) = ρ/ε0 ⇒ (∇2 − c−2∂2
t )φ = −ρ/ε0 .

Ampère–Maxwell則にB = ∇×Aを代入し、恒等式 ∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2Aを使うと
(∇2 − c−2∂2

t )A = −µ0j .

【設問 4】 導線内を +z 方向に I(t) = I0e
iωt が流れ、上端の電荷を +q(t)と定義する。連続の式より q̇ = I。積

分定数を零とすると
q(t) =

I0
iω

eiωt .

物理的な電荷・電流はこの複素表示の実部である。
【設問 5】 導線は d � r、波長に対しても kd � 1とする。遅延ポテンシャルの遠方 r−1 成分は

A(r, t) '
µ0I0d

4πr
ei(ωt−kr)ez , k = ω/c.

∂r(e
−ikr/r) ' −ike−ikr/r を使い、er × ez = − sin θ eϕ より

Brad =
iµ0kI0d

4πr
ei(ωt−kr) sin θ eϕ .

真空の横波ではBrad = c−1er ×Erad だから
Erad =

iµ0ckI0d

4πr
ei(ωt−kr) sin θ eθ .

なお、放射場の位相は複素振幅の時間依存を e+iωt と選んだ規約に従う。
【設問 6】 I0 を実振幅とすると時間平均は 〈Re f Re g〉 = 1

2 Re(fg
∗)。よって

〈S〉 =
µ0ck

2I20d
2

32π2r2
sin2 θ er .

双極子の軸上 θ = 0, π では放射は消え、垂直方向 θ = π/2に最大となる。
1
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【設問 7】 波源位置は y = ∓D/2。観測点 r = r(cosϕ, sinϕ, 0)に対し
R1 ' r +

D

2
sinϕ, R2 ' r −

D

2
sinϕ, R2 −R1 ' −D sinϕ.

同振幅 E0 の複素電場振幅を Ẽ とする。位相因子を足して振幅の絶対値の二乗を取れば
|Ẽ|2 = 2E2

0 [1 + cos(kD sinϕ− (δ2 − δ1))] .

したがって δ1 = δ2 = 0なら
|Ẽ|2 = 4E2

0 cos
2

(
kD

2
sinϕ

)
.

主極大 ϕ = 0の両側で半値となる点は | sinϕ1/2| = π/(2kD)。半値全幅は
∆ϕ = 2arcsin

( π

2kD

)
'

π

kD
=

λ

2D
(kD � 1) .

半値点の存在には kD ≥ π/2が必要。極大を ϕ = ϕ0 へ向けるには
δ2 − δ1 ≡ kD sinϕ0 (mod 2π) .
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確認事項：強度は E2
0 の単位。実電場 Ephys = Re Ẽeiωt の時間平均は 〈|Ephys|

2〉 = |Ẽ|2/2。Poynting流とは比
例するが同一の物理量ではない。また ∆ϕは片側角でなく full width at half maximum を指す。
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2017年度（平成 29年度）第 3問　独立詳解
二重振り子・微小振動・回避交差・断熱的モード移行
記号と問題設定 鉛直下向きを yの正方向とし，糸の長さは `1, `2，質点の質量はm1,m2，重力加速度
は g > 0とする。角度 θi は鉛直下向きから測る。糸は質量なし・非伸長，運動は同一鉛直面内とする。

設問 1　ラグランジアン
質点の位置と速度は

(x1, y1) = (`1 sin θ1, `1 cos θ1),
(x2, y2) = (`1 sin θ1 + `2 sin θ2, `1 cos θ1 + `2 cos θ2),

ẋ2
1 + ẏ21 = `21θ̇

2
1,

ẋ2
2 + ẏ22 = `21θ̇

2
1 + `22θ̇

2
2 + 2`1`2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2).

位置エネルギーは U = −m1gy1 −m2gy2（加法定数任意）。よって
L = T − U =

1

2
(m1 +m2)`

2
1θ̇

2
1 +

1

2
m2`

2
2θ̇

2
2 +m2`1`2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2)

+ (m1 +m2)g`1 cos θ1 +m2g`2 cos θ2. (1)

設問 2　デカルト座標での位置

x1 = `1 sin θ1, y1 = `1 cos θ1,
x2 = `1 sin θ1 + `2 sin θ2, y2 = `1 cos θ1 + `2 cos θ2.

これは設問 1で用いた座標そのものであり，原点を第 1糸の固定点に取る。

設問 3　微小振動近似
cos θi = 1− θ2

i
/2 +O(θ4

i
)，cos(θ1 − θ2) = 1 +O(θ2)とし，二次のラグランジアンでは O(θ2θ̇2)を

落とす。定数を除くと
L(2) =

1

2
(m1 +m2)`

2
1θ̇

2
1 +

1

2
m2`

2
2θ̇

2
2 +m2`1`2θ̇1θ̇2 −

1

2
(m1 +m2)g`1θ

2
1 −

1

2
m2g`2θ

2
2. (2)

設問 4　線形運動方程式
θ = (θ1, θ2)

T と書けば
M θ̈ +Kθ = 0, M =

(

(m1 +m2)`
2
1 m2`1`2

m2`1`2 m2`
2
2

)

, K =

(

(m1 +m2)g`1 0
0 m2g`2

)

. (3)

すなわち
(m1 +m2)`

2
1θ̈1 +m2`1`2θ̈2 + (m1 +m2)g`1θ1 = 0,

m2`1`2θ̈1 +m2`
2
2θ̈2 +m2g`2θ2 = 0.

1



設問 5　固有角振動数
θ = a cosωtとして det(K − ω2M) = 0を求めると

m1`1`2ω
4 − (m1 +m2)g(`1 + `2)ω

2 + (m1 +m2)g
2 = 0. (4)

したがって二つの固有角振動数は
ω2
± =

g{(m1 +m2)(`1 + `2)±
√

(m1 +m2)2(`1 + `2)2 − 4m1(m1 +m2)`1`2}
2m1`1`2

. (5)

ここでは ω+ > ω− とする。対応する振幅比は
a2

a1
=

ω2`1

g − ω2`2
(分母が零の場合はもう一方の式で扱う). (6)

設問 6　m1 � m2 で二つの糸長が十分異なる場合
ε = m2/m1 � 1, ∆ = `1 − `2 とする。|∆| � √

ε(`1 + `2)の非縮退領域では主導次数で
ω2 ' g

`1
または ω2 ' g

`2
. (7)

`1 > `2 を例に取れば，g/`1 に近い低周波モードと g/`2 に近い高周波モードは，それぞれ
ω2
low ' g

`1

(

1− ε
`2

`1 − `2

)

, (a1, a2)low ∝
(

1,
`1

`1 − `2

)

,

ω2
high '

g

`2

(

1 + ε
`1

`1 − `2

)

, (a1, a2)high ∝
(

−ε
`2

`1 − `2
, 1

)

.

`1 < `2 では周波数の大小が逆転する。等長近傍は上記の非縮退展開が破綻するため設問 7で厳密固有
値を用いる。

設問 7　長さをゆっくり変えると起こるモード移行
全長 ` = `1 + `2 と x = `2/`, y = g/(`ω2), µ = m1/(m1 +m2)と置き，設問 5の特性方程式を変形

すると
y2 − y + µx(1− x) = 0, y±(x) =

1±
√

1− 4µx(1− x)

2
. (8)

m2 > 0のとき判別式は x = 1/2でも零にならない。最接近点の間隔は
y+(1/2)− y−(1/2) =

√

m2

m1 +m2
∼

√
ε. (9)

2



図：m2/m1 = 0.02の例。実線は正確な固有値，破線はm2/m1 → 0で交差する近似。
初めは `1 � `2，θ1 = θ2 なので，主に低周波（y+）モードが励起される。パラメータ変更が十分ゆっ
くりでモード間遷移を無視できれば，同じ固有値枝 y+ を追う。最終的に `2 � `1 となると，この枝の
固有ベクトルは

ω2
low ' g/`2, a1/a2 ' ε

`2

`2 − `1
−→ ε. (10)

よってm1 � m2 では質点 1はほぼ静止し，質点 2が主として振動する。注意：単に「角振動数に比べ
て十分遅い」だけでは回避交差付近の断熱性は保証されない。固有振動数差に対しても十分遅い変化を
想定する。質量比を零にしてから等長点を通す極限は非一様である。

3
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2016年度（平成 28年度）第 3問　独立詳解
可変質量ロケット・4 元速度・一定固有加速度・相対論的質量減少
設定 ロケットは x軸上を加速し，ロケットから見た排気速度は常に −vgas（0 < vgas < c），固有加速
度は一定 α > 0とする。mはロケットの静止質量であり，外力とガスの噴射以外の損失は考えない。

設問 1　 Newton力学での質量減少率
短時間 dtに放出するガス質量を −dm > 0とする。外部慣性系で噴射直後のガス速度は v − vgas，ロ

ケット速度は v + dv。運動量保存を一次まで取ると
mv = (m+ dm)(v + dv)− dm(v − vgas) ⇒ mdv = −vgas dm.

dv/dt = αより
dm

dt
= −

α

vgas
m. (1)

設問 2　 Newton力学での残存質量
初期条件m(0) = m0 で積分すると

mN(t) = m0 exp
(

−
αt

vgas

)

. (2)

設問 3　特殊相対論の基本式：空欄イ〜ホ
β = v/c，γ = (1− β2)−1/2 とする。固有時 dτ = dt/γ だから，イは √

1− v2/c2 = 1/γ 。
uµ =

dxµ

dτ
= (γc, γv, 0, 0), aµ =

duµ

dτ
, uµuµ = −c2, uµaµ = 0.

従ってロは −c2 ，ハは 0 。また aµaµ = α2 および uµaµ = 0を使い，a1 > 0とすると
a0 =

v

c
a1, (a1)2

(

1−
v2

c2

)

= α2.

よってニは αγv/c ，ホは αγ ：
aµ = αγ(v/c, 1, 0, 0). (3)

設問 4　速度の固有時間依存
du1/dτ = a1 = αγ と u1 = γv より，次の簡単な関係を得る：

d(γv)

dτ
= αγ ⇐⇒

dv

dτ
= α(1− v2/c2).

1



初期条件 v(0) = 0を課せば
v(τ) = c tanh

ατ

c
, γ(τ) = cosh

ατ

c
. (4)

さらに dt/dτ = γ を積分して
t =

c

α
sinh

ατ

c
, v(t) =

αt
√

1 + (αt/c)2
. (5)

図：一定固有加速度の相対論的速度は光速度へ漸近する。点線は Newton 力学の式（v > cにも延長する形式的
比較）。

設問 5　瞬間的静止系での運動量・エネルギー保存
噴射前に静止しているロケットの静止質量を m とする。噴射後，ロケットは m + dm（dm < 0），

微小速度 dv′，ガスは静止質量 dm′ > 0と速度 −vgas を持つ。γg = 1/
√

1− v2gas/c
2 とすると，エネル

ギー・運動量保存の一次項は
mc2 = (m+ dm)c2 + γgdm

′c2 +O((dv′)2),

0 = (m+ dm)dv′ − γgvgasdm
′ +O(dmdv′).

したがって
dm = −γgdm

′, m dv′ = γgvgasdm
′ = −vgasdm, (6)

dm = −
m

vgas
dv′ = −

αm

vgas
dτ. (7)

ここで dv′ = αdτ はロケットのその時々の静止系における微小な速度変化である。

設問 6　相対論的残存質量と Newton力学との比較
設問 5を τ = 0から積分すると

m(τ) = m0 exp
(

−
ατ

vgas

)

. (8)

設問 4により τ = (c/α) arsinh(αt/c)なので，慣性系の座標時刻 tでは
mSR(t) = m0 exp

[

−
c

vgas
arsinh

(

αt

c

)]

. (9)

2



また ατ/c = artanh(v/c)から
m(v)

m0
=

(

1− v/c

1 + v/c

)c/(2vgas)

. (10)

αt/c � 1では arsinh(αt/c) ' αt/cとなり設問 2の Newton式に一致する。しかし長時間では τ < tな
ので，同じ慣性系時刻 tを比較するとmSR(t) > mN(t)となる。意味：燃料の消費率を規定するのはロ
ケットに同伴する固有時間であり，外部観測者の時計は時間の遅れを含む。
注意：この比較では両模型とも与えられた一定加速度を，Newtonでは座標加速度，相対論では固有加
速度と読む。相対論で v → cとしても有限時刻に cへ到達しない。噴出ガスの静止質量 dm′ とロケッ
トの質量減少 −dmは γg だけ異なる。

3
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3

Maxwell

∇ ·E =
ρ

ϵ0
, ∇×E = −

∂B

∂t
,

∇ ·B = 0, 1

µ0
∇×B = ϵ0

∂E

∂t
+ i

E, B ρ, i

c ϵ0 µ0 ϵ0µ0 = 1/c2

3 O z −∞ +∞

z v = (0, 0, vz)

q O a

1. O (x, 0, 0) ( |x| ≫ a) E B

O v = (0, 0, vz) O′

O(t, x, y, z) O′(t′, x′, y′, z′) Lorentz

(ct′, x′, y′, z′) = (γ(ct− βz), x, y, γ(z − βct)) (1)

β = vz/c, γ = 1/
√

1− β2

2. O′ a′ a′ = γa (1)

3. O′ (x′, y′, z′) ( x′2 + y′2 ≫ a′2) E
′

B
′

O O′
E E

′
B B

′

(Ex, Ey, Ez) =
(

γ(E′

x
+ cβB′

y
), γ(E′

y
− cβB′

x
), E′

z

)

(2)

(Bx, By, Bz) =

(

γ

(

B′

x
−

β

c
E′

y

)

, γ

(

B′

y
+

β

c
E′

x

)

, B′

z

)

(3)

4. 3 (2) (3) O E B

1

O z v = (0, 0, vz) 1 ( q)

O′

5. O′ (x′, y′, z′) E
′

B
′

6. O (x, 0, 0) ( x ̸= 0) E B

(1) (2) (3)

4



2015年度（平成 27年度）第 3問：独立詳解
一様な速度で動く無限線電荷・Lorentz変換・運動点電荷
前提 実験室系Oで，z軸上の電荷 qの間隔は a，全電荷は+z方向へ速さ vz で動く。β = vz/c，γ = (1−β2)−1/2

とする。線電荷近似は観測距離 ρ � a（静止系では ρ � a′ = γa）で用いる。点電荷の場は特異点を除く。

設問 1：実験室系の運動線電荷
O での線電荷密度は λ = q/a，定常電流は I = λvz である。円筒形 Gaussian面および円形 Ampère経路より

E(x, 0, 0) =
q

2πε0a x
x̂, B(x, 0, 0) =

µ0qvz

2πax
ŷ (|x| � a). (1)

符号付き座標 xを分母に置いたので，x < 0では両場の向きが逆転する。B = (v ×E)/c2 とも書ける。

設問 2：電荷間隔の Lorentz変換
電荷 n の世界線を zn(t) = na + vzt とする。式 (1) t′ = γ(t − vzz/c

2) に対し，O′ で同時刻 t′ = 0 と置けば
t = βz/cなので

z(1− β2) = na, z′ = γ(z − vzt) = z/γ =⇒ z′
n
= nγa, a′ = γa.

単純な「実験室系の距離が aだから静止系でも a」という処理は同時性を無視している。

設問 3：静止系の線電荷
静止系の線密度は λ′ = q/a′ = q/(γa)。ρ′ =

√

x′2 + y′2 とおくと
E′(x′, y′, z′) =

q

2πε0γa

x′x̂+ y′ŷ

x′2 + y′2
, B′ = 0 (ρ′ � γa). (2)

線電荷の静電場は z′ に依存しない。

設問 4：実験室系への再変換
原題の式 (2),(3)にB′ = 0を代入すると，

Ex = γE′

x
=

q

2πε0a

x

x2 + y2
, Ey = γE′

y
=

q

2πε0a

y

x2 + y2
, Ez = 0,

Bx = −
γβ

c
E′

y
= −

µ0qvz

2πa

y

x2 + y2
, By =

γβ

c
E′

x
=

µ0qvz

2πa

x

x2 + y2
, Bz = 0.

y = 0とすれば設問 1の答と完全に一致する。ε0µ0 = 1/c2 を用いた。

設問 5：静止点電荷の場
電荷が静止する O′ 系において，r′ =

√

x′2 + y′2 + z′2 とすれば
E′(r′) =

q

4πε0

r′

r′3
, B′(r′) = 0 (r′ > 0). (3)

設問 6：運動点電荷が作る場
世界線は z = vzt。O の観測点 (x, 0, 0)に対し Lorentz変換は x′ = x, y′ = 0, z′ = γ(z − vzt) = −γvztだから

R(t) =
√

x2 + γ2v2
z
t2, E′

x
=

qx

4πε0R3
, E′

z
= −

qγvzt

4πε0R3
.

1



原題の式 (2),(3)により
Ex =

qγx

4πε0R3
, Ey = 0, Ez = −

qγvzt

4πε0R3
,

Bx = 0, By =
vz

c2
Ex, Bz = 0.

(4)

特に t = 0 なら Ez = 0，Ex = qγ/[4πε0x|x|] である。問題文は観測時刻を固定していないため，一般の t を
含む形で示すのが最も厳密である。独立検算 β → 0 では点電荷の Coulomb 場に戻る。また E⊥ = γE′

⊥
，

B = (v ×E)/c2 が成立する。線電荷では λ = γλ′ と I = λvz から設問 1を再現できる。

2
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2014年度（平成 26年度）第 3問：独立詳解
導体への電磁波の入射・表皮深さ・反射係数と Joule 損失
原題の符号について（重要） 提供された 2014年度の原題では式 (3)が∇×E = +∂tB と印刷されている。一方，
標準のMaxwell–Faradayの法則は∇×E = −∂tB である。以下は物理的に整合する負号の法則を採用した解答で
あり，原題の表記は改変しない。式 (3)を印字どおり使用した場合とは符号上の差が生じる。
設定 z < 0が誘電体（ε = εd, σ = 0），z > 0が導体（ε = εm, σ = σm），両方 µ = µ0。時間依存は e−iωt，z 方
向に伝播し Ex に偏光する。

設問 1：誘電体中の平面波の分散
電荷・伝導電流のない一様誘電体では∇ ·E = 0である。∇× (∇×E) = ∇(∇ ·E)−∇2E とMaxwell方程式

から
∇2E = µ0εd

∂2E

∂t2
.

原題の E0e
ikz−iωt を代入して

k2 = µ0εdω
2, vph =

ω

k
=

1√
µ0εd

. (1)

設問 2：導体内部の波動方程式
j = σmE，D = εmE と ∇ ·E = 0を使えば

∇2E − µ0σm

∂E

∂t
− µ0εm

∂2E

∂t2
= 0. (2)

これは導電率が有限な媒質における拡散項と波動項の双方を含む。

設問 3：境界面 z = 0 の接続条件
境界を横切る微小長方形に Faraday 則・Ampère 則を積分し，有限の通常の体積電流だけがあると仮定すれば，

接線成分は連続：
Ex(0

−) = Ex(0
+), Hy(0

−) = Hy(0
+).

B = (1/ω)k ×E，Hy = (kz/µ0ω)Ex を使う。入射，反射，透過の複素振幅を Ei, Er, Em とすると
Ei + Er = Em, k(Ei − Er) = kmEm. (3)

ここで反射波は kz = −k のため Hy に負符号が付く。

設問 4：導体内の波と減衰
設問 2の波動方程式に Emeikmz−iωt を入れると

k2m = µ0εmω2 + iµ0σmω, =km > 0.

境界条件から r = Er/Ei = (k − km)/(k + km)，t = Em/Ei = 2k/(k + km)。従って
E(z, t) = <

[

2kEi

k + km
eikmz−iωt

]

x̂ (z > 0). (4)

ωεm � σm なら km ' (1 + i)κ，κ =
√

ωµ0σm/2，表皮深さは
δ = κ−1 =

√

2

ωµ0σm

, |Ex(z)| ∝ e−z/δ. (5)

1



設問 5：反射する平均電力の割合
両側で µ = µ0 なので，入射側の電力反射率は

R =

∣

∣

∣

∣

k − km

k + km

∣

∣

∣

∣

2

.

s =
√

ωεd/σm � 1と定めると
k

km
' 1− i√

2
s, r = −1 + 2

k

km
+O(s2),

従って
R = 1− 2

√
2 s+O(s2) = 1− 2

√

2ωεd
σm

+O

(

ωεd

σm

)

. (6)

設問 6：Joule損失とエネルギーの検算
km = (1 + i)κを採用して導体中の場は Ex(z) = tEie

−(1−i)κz（振幅の絶対値は e−κz）。時間平均の単位面積当
たりの散逸電力は

PJ =

∫

∞

0

σm〈Ex(z, t)
2〉 dz =

σm|tEi|2
4κ

.

入射 Poynting流は Pi = k|Ei|2/(2µ0ω)，したがって
PJ

Pi

=
µ0ωσm

2κk
|t|2 =

4kκ

|k + km|2 .

また 1−R = 4k<km/|k + km|2 = 4kκ/|k + km|2 であるから
PJ

Pi

= 1−R = 2
√
2

√

ωεd

σm

+O

(

ωεd

σm

)

. (7)

よって反射しなかった入射電力が導体内部で Joule熱として散逸する。これは設問 5の答との独立した一致検算に
なる。適用上の注意 良導体極限と，表面に特異な電流シートが存在しないという接続条件を使用した。原題の
「√

ωεd/σm の 1次」は，その無次元小パラメータの一次である。
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2013年度（平成 25年度）第 3問：独立詳解
荷電粒子の Lagrangian・ゲージ不変性・Penning トラップ型運動
設定と記号 質量m，電荷 q の粒子について L = 1

2mṙ
2 + qṙ ·A(r, t)− qϕ(r, t)。指定された具体例では q > 0，

α > 0，0 < α < qB2/(4m)である。座標と時間の偏微分は互いに独立として実行する。

問 1：Euler–Lagrange方程式
座標成分を xi，速度を ẋi とすると

∂L

∂ẋi

= mẋi + qAi,
∂L

∂xi

= q
∑

j

ẋj∂iAj − q∂iϕ.

よって
mẍi = q



−∂iϕ− ∂tAi +
∑

j

ẋj(∂iAj − ∂jAi)



 . (1)

特に ∂iAj と ∂jAi の順序に注意する。

問 2：Lorentz力への帰着
ベクトル恒等式 [v × (∇×A)]i =

∑

j vj(∂iAj − ∂jAi)を (1)へ適用すると
mr̈ = q(E + ṙ ×B), E = −∇ϕ−

∂A

∂t
, B = ∇×A.

問 3：ゲージ変換と作用の境界項
A

′ = A+∇Λ，ϕ′ = ϕ− ∂tΛとすると
E

′ = −∇ϕ+∇∂tΛ− ∂tA− ∂t∇Λ = E, B
′ = B +∇×∇Λ = B.

一方で ṙ · ∇Λ + ∂tΛ = dΛ(r(t), t)/dtなので
L′ = L+ q

dΛ
dt

, S′ = S + q[Λ(r(tf ), tf )− Λ(r(ti), ti)].

固定端点で変分する際，境界項の変分はゼロ。したがって運動方程式は不変である。

問 4：与えられたポテンシャルからの場

A =

(

−
By

2
,
Bx

2
, 0

)

, ϕ =
α

2
(2z2 − x2

− y2).

∂xAy − ∂yAx = B，∇ϕ = (−αx,−αy, 2αz)だから
B = (0, 0, B), E = (αx, αy,−2αz).

∇ ·E = α+ α− 2α = 0であり，電荷のない領域の Gauss法則とも整合する。

問 5：z 方向の運動
ṙ ×B = (Bẏ,−Bẋ, 0)ゆえ，z 成分は

mz̈ = −2qαz, ωz =

√

2qα

m
, z(t) = z0 cosωzt+

vz0

ωz

sinωzt.

軸方向は安定な単振動になる（qα > 0）。
1



問 6：xy 面の運動，安定条件と 2つの円運動
κ = qα/m > 0，ωc = qB/m（符号付き cyclotron周波数）とすると

ẍ = κx+ ωcẏ, ÿ = κy − ωcẋ. (2)

w = x+ iy を導入して (2)の第 2式を i倍して足すと
ẅ + iωcẇ − κw = 0.

w(t) = w?e
−iΩt を代入すれば

Ω2
− ωcΩ+ κ = 0, Ω± =

ωc ±
√

ω2
c − 4κ

2
.

原題の条件 0 < α < qB2/(4m)は ω2
c − 4κ > 0と同値。したがって 2つの周波数は実数で，軌道は
x(t) + iy(t) = C+e

−iΩ+t + C−e
−iΩ

−
t. (3)

ここで C± ∈ C は初期条件により決まる。B > 0 なら両 Ω± > 0 で，同じ回転方向の速い cyclotron 運動と遅い
magnetron運動の重ね合わせである。B < 0なら回転方向が逆になる。Ω+Ω− = κ，Ω+ +Ω− = ωc。
検算 (3) を (2) へ代入すると各項がゼロになる。α → 0+ では Ω+ → ωc，Ω− → 0 となり，磁場だけの場合の
cyclotron運動と guiding centerに帰着する。等号 α = qB2/(4m)は二重根を生み，一般解に te−iωct/2 の項が現れ
るため，原題の厳密不等式が重要である。
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2012
年度　電磁気学・古典力学

Lorentz振動子と誘電分散

原題 第3問

この直後に原題のPDFページを原文のまま掲載します。

続けて、独自に作成した非公式解答・導出を掲載します。

原題の問題番号・掲載年度は一次資料に準拠しています。

原題：東京大学大学院理学系研究科物理学専攻 公式入試問題

解答編集：taku（東京大学の公表模範解答ではありません）

takuphys.com





2012年度（平成 24年度）第 3問：独立詳解
Lorentz振動子模型・分極電流・電磁波の分散・色の異常分散
設定 束縛電子は質量m，電荷 e < 0，固有角振動数 ω0，数密度 N。外部電場は E(t) = E0 cosωt，光による自己
力と磁気力，緩和は無視する。共鳴点 ω = ω0 では非減衰模型の定常解が存在しないことに注意。

問 1：運動方程式
復元力は −mω2

0r，電気力は eE(t)なので
mr̈ +mω2

0r = eE0 cosωt.

問 2：束縛電子の電流密度
r(t) = R cosωtとおき，ω 6= ω0 として代入すると

R =
eE0

m(ω2
0 − ω2)

, v = −ωR sinωt, jd = Nev = −
Ne2ωE0

m(ω2
0 − ω2)

sinωt.

e < 0でも e2 > 0であり，強制変位の向きと電流の符号を混同しない。

問 3：電荷保存との整合性
真空の Ampère–Maxwell則を

1

µ0

∇×B = ε0
∂E

∂t
+ j

とする。両辺の発散を取れば
0 = ε0∂t(∇ ·E) +∇ · j = ∂tρ+∇ · j.

最後の等号は Gauss則∇ ·E = ρ/ε0 から従う。したがって電荷の連続の式 ∂tρ+∇ · j = 0と一致し，矛盾しない。

問 4：誘電体内の係数 C

電流密度 jd を (2)から代入すると
1

µ0

∇×B = −ε0ωE0 sinωt−
Ne2ωE0

m(ω2
0 − ω2)

sinωt.

原題の ∇×B = −CωE0 sinωtと比較し
C = µ0

(

ε0 +
Ne2

m(ω2
0 − ω2)

)

= µ0ε0

(

1 +
ω2
p

ω2
0 − ω2

)

, ω2
p =

Ne2

mε0
.

物質の有効誘電率は ε(ω) = ε0[1 + ω2
p/(ω

2
0 − ω2)]であり，C = µ0ε(ω)である。

問 5：屈折率と伝播の周波数帯
µ = µ0，c−2 = µ0ε0 なら

n2(ω) =
ε(ω)µ0

ε0µ0

= 1 +
ω2
p

ω2
0 − ω2

=
ω2
L − ω2

ω2
0 − ω2

, ωL =
√

ω2
0 + ω2

p. (1)

0 ≤ ω < ω0 では n > 1 で単調増加，ω0 < ω < ωL では n2 < 0 で屈折率は純虚数（非伝播帯域），ω > ωL では
0 < n < 1で単調増加する。ω → ∞では n → 1−。ω = ω0 は非減衰模型の共鳴特異点であり，有限の吸収を持つ
実在媒質では緩和項が必要である。

1



問 6：色の順序が変わるプリズムの模式分散曲線
標準的な可視光の角振動数は低い順に「赤 <橙 <黄 <緑 <青 <藍 <紫」である。観測された屈折率（プリズ
ムでの偏向角）の大きい順が「黄，橙，赤，紫，藍，青」であるならば，

• 赤・橙・黄は ω < ω0 の n > 1の枝に置く（n黄 > n橙 > n赤）。
• 青・藍・紫は ω > ωL の 0 < n < 1の枝に置く（n紫 > n藍 > n青）。
• 緑付近の伝播が弱い（原題の色一覧から欠ける）ことを，ω0 < ω < ωL の非伝播領域として模式的に示す。

したがって共鳴角振動数 ω0 は黄色側の直後，青色側の手前（模式的には緑の近傍）に配置する。非伝播帯域の右端
は ωL である。色の境界の正確な位置は与えられていないため，一意の数値は決められない。
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図：ω0 = 1, ωp = 0.55とした模式例。黒線が実数屈折率の 2枝，灰色帯は n
2
< 0の領域。色の位置は観測順序を示す模式配置

であり実測値ではない。

検算 (ω0, ωp) = (1, 0.55) で ωL ' 1.141。ω = 0 では n =
√

1 + ω2
p/ω

2
0 > 1。ω > ωL の枝では ω → ω+

L で
n → 0+ となる。n2 の次元は無次元である。
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東京大学大学院・物理学専攻　電磁気学／古典力学　第 8巻 非公式解答

2011年度　第 3問　 Lorentz力と磁場勾配ドリフト
原題：H23phys.pdf，第 3問（冊子 3頁，PDF索引 4）。電荷 q > 0，質量m，非相対論的運動。以下，ωc = qB/m > 0，
磁場の方向は +z。

設問 1　磁場は粒子に仕事をしない
電場のない場合，mv̇ = qv ×B。運動エネルギーK = mv2/2の時間微分は

dK

dt
= mv · v̇ = qv · (v ×B) = 0. (1)

Lorentz力の磁気部分が速度と直交するため，速さは一定である。

設問 2　円軌道と初速度
B = (0, 0, B)とすると

v̇x = ωcvy, v̇y = −ωcvx. (2)

原点中心，半径 aの軌道で，r(0) = (a, 0)なら，向きは時計回りでなければならない。したがって
x(t) = a cosωct, y(t) = −a sinωct, v0 = −aωc = −

qaB

m
. (3)

速度は v(t) = (−aωc sinωct,−aωc cosωct, 0)である。実際，r̈ = −ω2

crであり，初期条件を満たす。v0 は y 方向の
符号付き速度である。

設問 3　一様な交差電場・磁場での運動
E = (E, 0, 0)を加えると

v̇x =
qE

m
+ ωcvy, v̇y = −ωcvx. (4)

u = vx + ivy とおくと，u̇+ iωcu = qE/m。u(0) = −iωcaから
u(t) = −i

E

B
− i

(

ωca−
E

B

)

e−iωct. (5)

R = a− E/(Bωc)と書けば，x(0) = a, y(0) = 0を満たす位置は
x(t) =

E

Bωc

+R cosωct, y(t) = −
E

B
t−R sinωct. (6)

運動は周回運動と，一定速度のガイド中心ドリフトとの和である。平均速度は
〈v〉 = −

E

B
ŷ =

E ×B

B2
. (7)

設問 2との差は，y方向に平均速度−E/B が加わる点である。特に R = 0のとき円運動は消え，直線的に移動する。

設問 4　弱い磁場勾配の力の周回平均
B(x) ' B0 + xB′

0
と置く（B0 = B(0) > 0）。非一様性による追加の力は

f = qv × (xB′

0
ẑ) = qB′

0
x(vy,−vx, 0). (8)

1



東京大学大学院・物理学専攻　電磁気学／古典力学　第 8巻 非公式解答

設問 2の非摂動円軌道 x = a cosωct，y = −a sinωctを代入すれば
f(t) = qB′

0
a cosωct(−aωc cosωct, aωc sinωct, 0). (9)

〈cos2 ωct〉 = 1/2，〈sinωct cosωct〉 = 0から
〈f〉 = −

qωca
2B′

0

2
x̂ = −

q2B0a
2B′

0

2m
x̂. (10)

これは一次近似での非摂動円軌道上の平均であり，厳密な非一様磁場の周期軌道を意味しない。

設問 5　磁場勾配によるドリフト
設問 3で得た電場 Ex に対応する周回平均の力は 〈Fx〉 = qEx であり，そのドリフトは −Ex/B0 である。設問 4
の 〈fx〉を有効なゆっくり変化する力として用いると

v∇B ' −
〈fx〉

qB0

ŷ =
qa2B′

0

2m
ŷ. (11)

したがって B′
0
> 0なら平均移動は +y 方向である。実際，磁場が強い側では円運動の曲率が大きく，左右で移動距

離が非対称になる。これは磁気モーメントによる ∇B ドリフトの先頭近似である。
■検算と適用条件 B′

0
= 0で設問 4・5の効果は消える。a|B′

0
| � B0 を必要とし，ドリフトは周回速度に比べて小

さい。放射・相対論効果は原題に従い除外した。
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東京大学大学院・物理学専攻　電磁気学／古典力学　第 8巻 非公式解答

2010年度　第 3問　Maxwell方程式と平行平板伝送線路
原題：H22phys.pdf，第 3問（冊子 5頁，PDF索引 6）。時間依存は一貫して e−iωt とする。ε > 0，µ > 0は実定数
である。

設問 1　Maxwell方程式の複素振幅表示
∂t → −iω と対応させる。電場の実場は Re[E(r)e−iωt]で与える。他も同様として

∇ ·B = 0, ∇×E = iωB, ∇ ·D = ρ, ∇×H = J − iωD. (1)

符号を決めるのは時間依存 e−iωt の選択である。

設問 2　電場・磁場の非斉次波動方程式
D = εE，B = µH を使う。まず ∇ ·E = ρ/ε，∇×E = iωµH。ベクトル恒等式から

∇
(ρ

ε

)

−∇2E = iωµ(J − iωεE), (2)

したがって
(∇2 + ω2εµ)E =

1

ε
∇ρ− iωµJ . (3)

磁場は ∇ ·H = 0なので
−∇2H = ∇× J − iωε(∇×E), (4)

(∇2 + ω2εµ)H = −∇× J . (5)

ρ，J は複素振幅であり，必要なら電荷保存 −iωρ+∇ · J = 0を満たす。

設問 3　導電媒質中の平面波の横波性
ρ = 0, J = σE，σ ≥ 0とする。上の式は

(∇2 + k2)E = 0, k2 = ω2εµ+ iωµσ. (6)

E = E0e
ikz とすると ∇ ·E = ikE0z = 0ゆえ E0z = 0。同様に ∇ ·H = 0から H0z = 0。Faradayの法則で

ikẑ ×E0 = iωµH0, H0 =
k

ωµ
ẑ ×E0. (7)

よって E0,H0 は互いに直交し，いずれも進行方向 z に直交する。k は一般に複素数だが，成分関係は変わらない。

設問 4　位相速度・電磁インピーダンス
σ = 0では k = ω

√
εµが実数なので

vp =
ω

k
=

1√
εµ

,
|E|
|H| =

√

µ

ε
. (8)

σ > 0では k = kr + iki で，減衰する +z 波は ki > 0を選ぶ。

1



東京大学大学院・物理学専攻　電磁気学／古典力学　第 8巻 非公式解答

vp =
ω

kr
, Zw =

ωµ

k
,

|E|
|H| =

ωµ

|k| . (9)

電場と磁場の複素振幅には argZw だけ位相差があり，場の振幅は e−kiz で減衰する。σ = 0のときのみ Zw は正の
実数である。

設問 5　理想平行平板伝送線路の場の方向
設問の図で導体の幅は x方向に a，すき間は y 方向に b，伝送方向は z 方向である（a � b）。端効果を無視する
と，導体表面で接線電場 Ez = Ex = 0となる。ギャップ内の TEM波は

E = ŷ E(z, t), H = x̂H(z, t). (10)

+z へ進む波では E ×H が +z 向きであるから，E > 0に対してH < 0となる。つまり E は板に垂直，H は板に
平行で，伝送方向とはともに直交する。

設問 6　波形の伝播と電流の z 依存性
真空中のMaxwell方程式を設問 5の形に代入すると

∂E
∂z

= µ0

∂H
∂t

,
∂H
∂z

= ε0
∂E
∂t

. (11)

したがって E ,Hは共に
(

∂2

∂z2
− 1

c2
∂2

∂t2

)

E = 0, c =
1√
µ0ε0

(12)

を満たす。一般解を E = f(z − ct) + g(z + ct)とすると
H(z, t) = − 1

η0
f(z − ct) +

1

η0
g(z + ct), η0 =

√

µ0

ε0
. (13)

導体の表面電流は幅方向にほぼ一様であり，電流 I(z, t)も進行波と反射波の和として同じ速さ cで伝わる。+z へ
の波だけならH = −E/η0。

設問 7　電位差と電流の振幅比
平行板間の電位差の振幅は |V | = b|E|，片側の板を流れる電流の振幅は |I| = a|H|である。+z 向きの単一進行波
について

|V |
|I| =

b

a

|E|
|H| =

b

a

√

µ0

ε0
= Z0. (14)

これは z に依存しない伝送線路の特性インピーダンスである。L′ = µ0b/a，C ′ = ε0a/bを用いて Z0 =
√

L′/C ′ と
も書ける。
注意：前進波と反射波が共存する重ね合わせの全電圧／全電流の比は一般に z に依存する。一定の Z0 が得られる
のは，各単独進行波の振幅比である。
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2009年度　第 3問：弾性二体散乱と有限障壁
設定と記号 質量m1 の入射粒子 1が実験室系で速度 V1 を持ち、標的m2 は静止している。重心系での粒子 1の
散乱角は ψ ∈ [0, π]。質量和M = m1 +m2、換算質量 µ = m1m2/M と書く。原題のmはここでの µに当たる。

1. 重心系の運動量・速度の関係
重心速度は V CM = m1V 1/M。重心系では

m1v1 +m2v2 = 0, m1v
′

1
+m2v

′

2
= 0. (1)

無限遠でのポテンシャルはゼロであるから、重心系の全運動エネルギー保存により
1

2
m1v

2

1
+

1

2
m2v

2

2
=

1

2
m1v

′

1

2
+

1

2
m2v

′

2

2
.

運動量の関係を代入すると、 v1 = v′
1
, v2 = v′

2
。散乱前の各速さは

v1 =
m2

M
V1, v2 =

m1

M
V1.

2. 標的粒子へ移る実験室系の運動エネルギー
粒子 2は実験室系では最初静止している。その散乱後速度は V

′

2
= v

′

2
− v2（V CM = −v2）。重心系で粒子 1と

2の方向はいずれも同じ角度 ψ だけ変わるから
|V ′

2
| = 2v2 sin

ψ

2
=

2m1

M
V1 sin

ψ

2
.

従って求める運動エネルギーは
ε =

1

2
m2|V

′

2
|2 =

2m2

1
m2

M2
V 2

1
sin2

ψ

2
.

質量が等しいとき、ψ = π では全運動エネルギーが標的に移る。

3. 相対運動のラグランジアン
重心位置R = (m1r1 +m2r2)/M、相対位置 r = r1 − r2 と置くと

1

2
m1ṙ

2

1
+

1

2
m2ṙ

2

2
=

1

2
MṘ

2

+
1

2
µṙ2.

重心系で Ṙ = 0、極座標 ṙ
2 = ṙ2 + r2φ̇2 なので

Lrel =
µ

2

(

ṙ2 + r2φ̇2
)

− U(r).

4. 角運動量保存
φは循環座標（∂L/∂φ = 0）なので Euler–Lagrange方程式から

d

dt

(

∂L

∂φ̇

)

= 0, µr2φ̇ = ` = 一定 .

散乱前の入射直線の衝突パラメータを bとすれば、図の向きで ` = µV1b。
1



5. 有限の球状障壁での軌道と散乱角
相対粒子の全エネルギーは E = µV 2

1
/2で、障壁内では運動量の大きさが n倍、

n =

√

1−
2U0

µV 2

1

, 0 < n < 1.

障壁面での角運動量保存は µV1b = µ(nV1)r0 sin η を与える。ここで外側の入射角を θ（sin θ = b/r0）、内側で法線
となす角を η と置くと

sin η =
sin θ
n

, η = arcsin
(

sin θ
n

)

.

通過する場合 0 ≤ b ≤ nr0：相対粒子は障壁内を直線で進み、対称な出口から出る。曲がる角度は入口・出口で等
しいので

ψ = 2

[

arcsin
(

sin θ
n

)

− θ

]

(0 ≤ θ ≤ arcsinn) .

反射する場合 nr0 < b ≤ r0：内側には角運動量を保存した実軌道が存在せず、表面で反射する。幾何学から
ψ = π − 2θ

(

arcsinn < θ ≤
π

2

)

.

したがって軌道は「貫入・屈折」と「外表面で反射」の二種類に分かれる。両枝は b = nr0 で連続で、
ψ(nr0) = π − 2 arcsinn = 2 arccosn.
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図：衝突パラメータと散乱角。ピークは b/r0 = n。

6. 標的の運動エネルギーの最大値
通過枝では η − θ が bとともに増加し、反射枝では π − 2θ が減少するから、散乱角の最大値は

ψmax = 2 arccosn (b = nr0).

設問 2の式を使うと、sin2(ψmax/2) = 1− n2 = 2U0/(µV
2

1
)より

εmax =
2m2

1
m2

M2
V 2

1
(1− n2) =

4m2

1
m2

M2µ
U0

=
4m1

m1 +m2

U0.

検算の観点 U0 → 0なら n→ 1で ψmax, εmax → 0。U0 → µV 2

1
/2なら n→ 0で正面反射に近づく。
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2008年度　第 3問：矩形金属導波管の TE・TMモード
設定 完全導体で囲まれた真空の矩形導波管 0 < x < a, 0 < y < b, a > b を考える。時間・伝播方向依存を
ei(kz−ωt) とし、k > 0の伝播波を調べる。横断面で ∇t = (∂x, ∂y)と置く。

1. Maxwell方程式から波動方程式
真空中で ∇ · Ẽ = 0, ∇× Ẽ = −∂tB̃。両辺の curlをとり、ベクトル恒等式 ∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2

A

を使えば
−∇2

Ẽ = − 1

c2
∂2
t Ẽ,

(
∇2 − 1

c2
∂2
t

)
Ẽ = 0 .

B̃ にも同じ操作をすると (
∇2 − 1

c2
∂2
t

)
B̃ = 0 .

2. 縦成分の断面 Helmholtz方程式
∂2
z 7→ −k2, ∂2

t 7→ −ω2 なので Ez, Bz は
(∇2

t + γ2)Ez = 0, (∇2
t + γ2)Bz = 0, γ2 =

ω2

c2
− k2.

以下 γ2 = κ2 と書く。伝播のためには ω > cκが必要である。

3. TMモードの Ez と境界条件
完全導体表面では接線電場がゼロ。側壁の接線方向に z が含まれるため Ez は全壁面でゼロ、

Ez(0, y) = Ez(a, y) = Ez(x, 0) = Ez(x, b) = 0.

変数分離 Ez = X(x)Y (y)から
X ′′ + α2X = 0, Y ′′ + β2Y = 0, α =

mπ

a
, β =

nπ

b
.

非自明解にはm,n ∈ N≥1 が必要で、
Ez(x, y) = E sin

mπx

a
sin

nπy

b
, κ2 =

m2π2

a2
+

n2π2

b2
.

TMは Bz = 0。∇ ·E = 0と ∇×E = iωB から横成分は
Ex =

ik

κ2
∂xEz, Ey =

ik

κ2
∂yEz,

Bx = − iω

c2κ2
∂yEz, By =

iω

c2κ2
∂xEz.

4. TEモードの Bz と全ての横成分
完全導体壁面の法線磁場はゼロ、すなわち x = 0, aでは Bx = 0、y = 0, bでは By = 0。∇ ·B = 0から後述の

Bx, By は ∂xBz, ∂yBz に比例するため、Bz に Neumann境界条件が課される。
Bz = B cosαx cosβy , α =

mπ

a
, β =

nπ

b
, m, n ≥ 0.

1



κ2 = α2 + β2 > 0としてMaxwell方程式から
Bx =

ik

κ2
∂xBz = − ikBα

κ2
sinαx cosβy,

By =
ik

κ2
∂yBz = − ikBβ

κ2
cosαx sinβy,

Ex =
iω

κ2
∂yBz = − iωBβ

κ2
cosαx sinβy,

Ey = − iω

κ2
∂xBz =

iωBα

κ2
sinαx cosβy.

TEでは Ez = 0である。m = n = 0は κ = 0となり上記式の極限では得られないが、中空・単連結な完全導体導
波管に非自明な TEM伝播モードは存在しない（非伝播静的解を除く）。

5. Ez = 0（TE）の最低遮断周波数
候補 (m,n) = (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)のうち、TE00 は除外する。

ωc,mn = cκ = cπ

√
m2

a2
+

n2

b2
.

a > bだから πc/a < πc/b < πc
√
a−2 + b−2。よって

最小の TEモードは (m,n) = (1, 0), ωc,TE10
=

πc

a
.

6. Bz = 0（TM）の最低遮断周波数
TMでは壁面で Ez = 0なのでm,n ≥ 1が必須。従って最小は (1, 1)、

最小の TMモードは (m,n) = (1, 1), ωc,TM11
= πc

√
1

a2
+

1

b2
.

TE10 は TM11 よりも低周波で伝播できる。

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
aspect ratio a/b> 1

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

ca
/(

c)

TE10
TE01
TM11

図：アスペクト比 a/b に対する各モードの無次元遮断周波数。
検算の観点 k =

√
ω2/c2 − κ2 が実数のとき進行波、虚数のとき z 方向にエバネッセント。いずれの解も壁面で

n×E = 0と n ·B = 0を満たす。
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東大院試の物理 25 ヵ年｜非公式独立解答 taku

2007 年度（平成 19 年度）　第 3 問：回転座標と制限三体問題
記号： µi = mi/(m1 +m2)、µ1 + µ2 = 1、二天体間距離 a、公転角速度 ω。回転座標で質点位置
(x, y)。
設問 1. 慣性座標 (ξ, η) と回転座標との関係は

(

ξ

η

)

=

(

cosωt − sinωt

sinωt cosωt

)(

x

y

)

,

(

x

y

)

= R(−ωt)

(

ξ

η

)

.

設問 2. 慣性速度は vinert = R(ωt)(ṙ + ω × r)。重力ポテンシャル −Gmm1/r1 −Gmm2/r2 を用いれば
L =

m

2
(ẋ2 + ẏ2) +

mω2

2
(x2 + y2) +mω(xẏ − yẋ) +Gm

(

m1

r1
+

m2

r2

)

,

r1 =
√

(x+ µ2a)2 + y2、r2 =
√

(x− µ1a)2 + y2。ここでは問 1 の回転の向きを採用した。
設問 3. Euler–Lagrange 方程式から

ẍ− 2ωẏ = ω2x−Gm1
x+ µ2a

r31
−Gm2

x− µ1a

r32
,

ÿ + 2ωẋ = ω2y −G

(

m1

r31
+

m2

r32

)

y.

第 2 項は回転座標での Coriolis 力、ω2(x, y) は遠心力に対応する。
設問 4. 平衡点は速度・加速度とも 0。y の式より

y

[

ω2
−G

(

m1

r31
+

m2

r32

)]

= 0.

Kepler 則 ω2 = G(m1 +m2)/a
3 を使えば

y = 0 または µ1(a/r1)
3 + µ2(a/r2)

3 = 1 .

非共線の平衡点は 2 つ（L4, L5）、共線には 3 つ（L1, L2, L3）がある。
設問 5. 地球を m2 とし太陽と逆側の L2 の地球からの距離を r2 = ua とすれば x = (µ1 + u)a,
r1 = (1 + u)a。x 成分の平衡式に代入すると

µ1 + u =
µ1

(1 + u)2
+

µ2

u2
.

これを µ1 + µ2 = 1 で整理すると
µ2

µ1
=

3u3

(1 + u)2
1 + u+ u2/3

1− u3
.

1



東大院試の物理 25 ヵ年｜非公式独立解答 taku

設問 6. µ2/µ1 ≪ 1 のとき u ≪ 1 なので
u ≃

(

µ2

3µ1

)1/3

.

µ2/µ1 ≃ 3× 10−6, a = 1.5× 1011m を代入すれば u ≃ 10−2、
r2 = ua ≃ 1.5× 109m .

L2 は地球から太陽と反対側に約 150 万 km。解法上は三角形点 L4, L5 と混同しないこと。
原題出典：東京大学大学院理学系研究科物理学専攻・当該年度入学試験問題（H19phys.pdf）。本解答は独立作成であり、東京大学の公式模範解答・採点基準ではない。原題は本解答の直前に原文画像として収録。
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東大院試の物理 25 ヵ年｜非公式独立解答 taku

2006 年度（平成 18 年度）　第 3 問：真空中の平面電磁波
出発点：電荷・電流なしの真空で ∇ ·E = ∇ ·B = 0、∇×E = −∂tB、∇×B = ε0µ0∂tE。
設問 1. Levi–Civita 記号による計算（または成分展開）で

[∇× (∇× V )]i = ∂i(∂jVj)− ∂j∂jVi,

すなわち ∇× (∇× V ) = ∇(∇ · V )−∇2
V 。

設問 2. Faraday 則の両辺に回転を取り、Gauss 則を併用すれば
∇2

E − 1

c2
∂2

tE = 0, ∇2
B − 1

c2
∂2

tB = 0, c = 1/
√
µ0ε0 .

設問 3. E = E0 sin(k · r − ωt+ α)、B = B0 sin(k′ · r − ω′t+ α′) がそれぞれ波動方程式の解になる必要十分条件（非自明な振幅）は
ω2 = c2|k|2, (ω′)2 = c2|k′|2 .

設問 4. 発散が 0 なので k ·E0 = 0, k
′ ·B0 = 0 。いずれも横波。

設問 5. Faraday 則・Ampère 則の位相依存を比較する（E0,B0 ̸= 0）。k
′ と ω′ が一致しない

と独立な位相を相殺できないので k
′ = k, ω′ = ω, α′ = α (mod 2π) （振幅の符号選択を固定し

た場合）。
設問 6. Faraday 則の振幅比較より B0 = k ×E0/ω 。従って E0 ·B0 = 0。

設問 7. 位相面 k · r − ωt = const の進行速度は vph = ω/|k| = c 。

設問 8. |k ×E0| = |k|E0 なので
E0

H0

= µ0

E0

B0

= µ0c =

√

µ0

ε0
= Z0 .

周波数に依存しない定数で単位は Ω（電気抵抗の次元）。補足：S = (1/µ0)E ×B は k の向き。
原題出典：東京大学大学院理学系研究科物理学専攻・当該年度入学試験問題（H18phys.pdf）。本解答は独立作成であり、東京大学の公式模範解答・採点基準ではない。原題は本解答の直前に原文画像として収録。
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東大院試の物理 25 ヵ年｜非公式独立解答 taku

2005 年度（平成 17 年度）　第 3 問：光電場と自由電子の運動
仮定：直線偏光 Ex(t) = E0 sinωt、電子電荷 −e、初速度 v(t0) = 0、磁場の Lorentz 力は v ≪ cの極限で無視。
設問 1. 平面波では E0/B0 = c。電気力 eE0 に対して磁気力の最大値は evB0 なので、v/c ≪ 1のとき磁場の寄与は小さい。
設問 2. 運動方程式 mv̇ = −eE0 sinωt を積分すると

v(t) =
eE0

mω
(cosωt− cosωt0), K(t) =

e2E2
0

2mω2
(cosωt− cosωt0)2 .

設問 3. 1 周期平均では ⟨cosωt⟩ = 0、⟨cos2 ωt⟩ = 1/2 だから
K(t0) =

e2E2
0

2mω2

(

1

2
+ cos2 ωt0

)

.

最小値は cosωt0 = 0、すなわち電場最大の時刻に放出される場合（電子は平均速度 0）で
U =

e2E2
0

4mω2
.

この U が自由電子のポンデロモーティブエネルギー。
設問 4. Poynting 流束の周期平均は

I =
E2

0

2Z0

, Z0 =
√

µ0/ε0.

設問 5. ω = 2πc/λ を代入すると
U =

e2Z0Iλ
2

8π2mc2
.

設問 6. 数値係数 e2Z0/(8π
2mc2) ≃ 1.5 × 10−24 s。指定 λ = 0.8µm、I < 1018W/m2 では

U ≲ 9.6× 10−19 J（約 6 eV）。平均運動エネルギーの最小値 U に対応する二乗平均平方根速度は
vrms =

√

2U/m ≲ 1.5× 106m/s。ただし、磁気力の無視を保証するには最大速度を調べる。設問
2 の厳密な速度式から任意の放出位相に対して

|v(t)| ≤
2eE0

mω
= 4

√

U

m
≲ 4.2× 106m/s, |v|

c
≲ 1.4× 10−2 ≪ 1.

従って磁場からの Lorentz 力は電気力に比べ十分小さく、設問 1 の磁場無視の近似は自己無撞着である。前問の U は 1 周期平均の最小値であり、粒子が自由に加速され続けるという意味ではない。
原題出典：東京大学大学院理学系研究科物理学専攻・当該年度入学試験問題（H17phys.pdf）。本解答は独立作成であり、東京大学の公式模範解答・採点基準ではない。原題は本解答の直前に原文画像として収録。
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東大院試の物理 25 ヵ年｜非公式独立解答 taku

2004 年度（平成 16 年度）　第 3・4 問：磁場中運動と重力散乱
第 3 問：ローレンツ力・円偏光によるサイクロトロン共鳴
ωc = qB/m とする（q の符号付き）。座標 z は一様磁場方向。
設問第 3 問 1. E = 0、v(0) = (v0, 0, 0)。複素速度 w = vx + ivy を置くと ẇ = −iωcw より

w = v0e
−iωct, x =

v0

ωc

sinωct, y =
v0

ωc

(cosωct− 1), z = 0 .

ωc → 0 では x = v0t, y = 0 に連続的に戻る。
設問第 3 問 2. E = (−E sinΩt,−E cosΩt, 0) のとき

ẇ + iωcw = −i
qE

m
e−iΩt.

Ω ̸= ωc では
w(t) = v0e

−iωct −
qE

m

e−iωct − e−iΩt

Ω− ωc

.

位置 ζ = x+ iy についても積分すると（ωcΩ ̸= 0）
ζ(t) = v0

1− e−iωct

iωc

+
qE/m

Ω− ωc

[

1− e−iΩt

iΩ
−

1− e−iωct

iωc

]

, z(t) = 0.

特殊な周波数はこの式の連続極限で得る。
設問第 3 問 3. 共鳴 Ω = ωc では極限を取ると

w(t) =

(

v0 − i
qE

m
t

)

e−iωct , K(t) =
m

2

[

v20 +

(

qE

m
t

)2
]

.

従って時間の二乗に比例してエネルギーが増える。初期位相がこの問題の指定どおりであれば交差項はない。
設問第 3 問 4–5. p = γmv なら磁場のみで d

dt
(γmc2) = qE · v = 0。従って γ 一定、円運動で

v(t) = v0(cosωrt,− sinωrt, 0) , ωr =
qB

γm
, γ = (1− v20/c

2)−1/2.

設問第 3 問 6. 電場によって γ が増すと実際の旋回周波数 |q|B/(γm) が低下し、固定電場周波数 Ω = qB/m との位相共鳴が崩れる。非相対論的な t2 増大則を長時間そのまま外挿できない。

1



東大院試の物理 25 ヵ年｜非公式独立解答 taku

第 4 問：中心力場での双曲線散乱（重力スイングバイ）
設問第 4 問 1. 極座標で

L = 1
2m(ṙ2 + r2ϕ̇2)− U(r),

d

dt
(mr2ϕ̇) =

∂L

∂ϕ
= 0.

動径の Euler–Lagrange 方程式は
d

dt
(mṙ)−

(

mrϕ̇2 −
GMm

r2

)

= 0 ⇐⇒ r̈ − rϕ̇2 = −
GM

r2
.

また ϕ は循環座標なので d
dt
(mr2ϕ̇) = 0。無限遠での衝突径数 b、入射速度 v から角運動量は

mr2ϕ̇ = mvb。

設問第 4 問 2. 直ちに ϕ̇ = vb/r2 。

設問第 4 問 3. 近点 r0 で ṙ = 0。エネルギー保存を使うと
1

2
mv2 =

mv2b2

2r20
−

GMm

r0
, r0 =

√

b2 + (GM/v2)2 −GM/v2 .

設問第 4 問 4. 重力加速度の x 成分は dvx/dt = −GM cosϕ/r2。dt = r2 dϕ/(vb) を代入すれば
dvx = −

GM

vb
cosϕdϕ .

設問第 4 問 5. 近点方向を ϕ = 0 とし、無限遠における軌道の両端を ϕ = ±ϕ∞ とおく。中心力散乱の対称性から ϕ∞ = (π + θ)/2。式 (2) を積分すると
∆vx = −

GM

vb

∫ ϕ∞

−ϕ∞

cosϕdϕ = −
2GM

vb
sinϕ∞ = −

2GM

vb
cos θ

2
.

一方、入射・出射速度の幾何から ∆vx = −2v sin(θ/2)。これらを等置すると
tan θ

2
=

GM

v2b
.

散乱角は b → ∞ で 0、b → 0 で π に向かう。惑星の静止系では速さは一定でも、太陽系では惑星の公転速度を足すため探査機のエネルギーが変化し得る。
設問第 4 問 6. 惑星の太陽に対する速度をW、探査機の惑星相対の入射・出射速度を v,u とする。太陽系速度はそれぞれW + v とW + u。弾性重力散乱では |u| = |v| だから

∆Kheliocentric =
m

2

(

|W + u|2 − |W + v|2
)

= mW · (u− v) .

設問第 4 問 7. W · (u − v) > 0（図 2 のように出射相対速度の惑星公転方向成分が増す）ならば探査機は加速され、太陽系での運動エネルギーが増加する。エネルギー源は惑星の公転運動のエネルギーである。現実には惑星の反跳によるエネルギー減少が生じるが M ≫ m なので変化率は極めて小さい。
原題出典：東京大学大学院理学系研究科物理学専攻・当該年度入学試験問題（H16phys.pdf）。本解答は独立作成であり、東京大学の公式模範解答・採点基準ではない。原題は本解答の直前に原文画像として収録。
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2003 年度（平成 15 年度）　第 3 問：円筒導体と偏心導線
幾何：無限長円筒導体の半径 R、内部の直線導線は z 軸に平行で横位置 a = x0x̂。電流は内線に
+Iẑ、薄い円筒面に総量 −I が一様に流れる。
設問 1. 中心配置 x0 = 0。Ampère 則を半径 r の円周に適用すると、内側に包まれる電流は I

(r < R)、外側は I − I = 0。従って
Br = 0, Bϕ =

µ0I

2πr
(r < R), Bϕ = 0 (r > R) .

設問 2(a)(b). 中心導線の電荷密度を λ とすると、円筒接地時、Gauss 則と導体の等電位条件から
E(r < R) =

λ

2πε0r
r̂, E(r > R) = 0, σinner = −

λ

2πR
, λcylinder = −λ .

ここで σ は円筒の空洞側表面電荷。外側の表面電荷は接地により 0 となる。
設問 2(c). 円筒が接地されず、初期に中性なら内部に −λ、外部に +λ が誘導される。空洞内は上式と同じ、円筒外には

E(r > R) =
λ

2πε0r
r̂ .

設問 3. 内部 a への線電流と、円筒面上の一様な逆向き面電流がつくる磁場の和を取る。r > Rで
B(r) =

µ0I

2π
ẑ ×

[

r − a

|r − a|2
−

r

r2

]

.

円筒外で全電流が 0 でも、偏心配置では完全消磁ではない（多極成分が残る）。
設問 4(a). 接地円筒の空洞内に λ を置いた場合、鏡像線電荷 −λ を b = R2/x0 に置けば半径 R上が等電位となる。b = bx̂ として

E =
λ

2πε0

[

r − a

|r − a|2
−

r − b

|r − b|2

]

, r < R.

鏡像電荷は物理的な電荷ではなく、空洞内の境界値問題の数学的表現である。
設問 4(b). 導体内側表面の法線は −r̂ なので

σ(ϕ) = −
λ

2πR

R2 − x20
R2 + x2

0
− 2Rx0 cosϕ

.

設問 4(c). x0 ≪ Rなら σ(ϕ) = − λ
2πR

[1+2(x0/R)cosϕ+O(x20/R
2)]。右半分を −π/2 < ϕ < π/2、左半分を π/2 < ϕ < 3π/2 とし積分すれば

λ+ = −
λ

2
−

2λx0
πR

+O(x20/R
2), λ

−
= −

λ

2
+

2λx0
πR

+O(x20/R
2).

1
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ゆえに
λ+ − λ

−

λ+ + λ
−

=
4x0
πR

+O(x20/R
2) , S =

4

πR
.

原題出典：東京大学大学院理学系研究科物理学専攻・当該年度入学試験問題（H15phys.pdf）。本解答は独立作成であり、東京大学の公式模範解答・採点基準ではない。原題は本解答の直前に原文画像として収録。
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2002 年度（平成 14 年度）　第 3 問：誘電体界面の反射・屈折
設定： x < 0 真空 (ε0, µ0)、x > 0 誘電体 (ε1, µ0)。入射・反射・透過の B は z 偏光。複素表示
ei(k·r−ωt)。
設問 1(a). 境界をまたぐ微小長方形に ∮

E · dl = −dΦB/dt を適用し、面積を 0 にすると
E0t +E2t = E1t .

Ampère–Maxwell の積分形から自由表面電流がなければ Ht も連続となる。Gauss の法則から自由表面電荷がなければ Dn が連続する。
設問 1(b). 線形誘電体の分極 P = (ε1 − ε0)E1。誘電体領域 x > 0 の外向き法線は −x̂ なので、束縛面電荷密度は

σbound = P · (−x̂) = (ε0 − ε1)E1x .

これは自由表面電荷 σfree = 0 と区別する。
設問 2(a)(b). 波動方程式より k0 = ω

√
µ0ε0。Faraday則 k×E = ωBを用い、n = (cos θ, sin θ, 0)かつ B = Bẑ なら

E =
ωB

k
(− sin θ, cos θ, 0) .

入射波では k = k0、θ = θ0、B = B0 を代入する。
設問 3(a). 界面に平行な位相が全ての (y, t) で一致するから

k0 sin θ0 = k1 sin θ1,
sin θ0

sin θ1
=

k1

k0
=

√

ε1

ε0
.

設問 3(b). Hz の連続性（共通の µ0）から B0 +B2 = B1。Ey の連続性と前問の結果より
ω

k0
(B0 −B2)cos θ0 =

ω

k1
B1 cos θ1.

これらを解いて
B2

B0
=

k1 cos θ0 − k0 cos θ1
k1 cos θ0 + k0 cos θ1

,
B1

B0
=

2k1 cos θ0
k1 cos θ0 + k0 cos θ1

.

ここでは磁場振幅の係数であり、教科書によくある電場振幅の反射係数と符号が異なる場合がある。
設問 3(c). B2 = 0 になる条件は k1 cos θ0 = k0 cos θ1。Snell 則と合わせると θ0 + θ1 = π/2 となる。すなわち Brewster 角

tan θB = k1/k0 =
√

ε1/ε0 .

検算： ε1 = ε0 では B2 = 0, B1 = B0。
原題出典：東京大学大学院理学系研究科物理学専攻・当該年度入学試験問題（H14phys.pdf）。本解答は独立作成であり、東京大学の公式模範解答・採点基準ではない。原題は本解答の直前に原文画像として収録。
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2001 年度（平成 13 年度）　第 4 問：等加速度ロケットと固有時
解法の骨格：Minkowski 計量 ds2 = c2dt2 − dx2、4 元速度、固有加速度一定の双曲線運動、光信号の零測地線。
設問 1. Lorentz 変換を ct′ = γ(ct− βx)、x′ = γ(x− βct) と置く。微小な移動に対して

c2dτ2 = c2dt2 − dx2 = c2dt′2 − dx′2.

したがって固有時はどちらの慣性系でも dτ = dt
√

1− v2x/c
2 と書ける。Lorentz 不変なのは微小固有時 dτ = dt

√

1− v2x/c
2 全体である。平方根因子 √

1− v2x/c
2 単独は Lorentz 不変ではない（観測系によって速度が変わるため）。

設問 2. 4 元速度 uµ = (c dt/dτ, dx/dτ) の規格化は
uµuµ = c2,

d

dτ
(uµuµ) = 2uµaµ = 0.

従って uµaµ = 0。計量の符号は (+,−) を採用した。
設問 3. 静止系で加速度の大きさが常に g ならば固有加速度 aµaµ = −g2。uµ を rapidity η で

u0 = ccosh η, u1 = c sinh η, aµ = c
dη

dτ
(sinh η, cosh η)

と書けば |dη/dτ | = g/c。初期静止・正方向加速を選ぶと η = gτ/c であり、原題 (2) の連立方程式を得る。
設問 4. u0(0) = c, u1(0) = 0 を用いた解とその積分は

ct(τ) =
c2

g
sinh gτ

c
, x(τ) =

c2

g

(

cosh gτ

c
− 1

)

.

世界線は (x+ c2/g)2 − c2t2 = (c2/g)2 を満たす。
設問 5. 地球との座標距離を L とすると

τL =
c

g
arcosh

(

1 +
gL

c2

)

.

g = 10ms−2, L = 3 × 104 光年、1 光年 ≃ 9.46 × 1015m を代入すると、gL/c2 ≃ 3.16 × 104 より
gτL/c ≃ 11.1、τL ≃ 3.3× 108 s、すなわち 約 10 年（有効数字 1 桁）。地球系の座標時間ではない点に注意。
設問 6. 地球から te に発せられた光の直線は x = c(t− te)。ロケットの反射時刻を (t, x) とすると te = t− x/c、地球への帰着時刻は tr = t+ x/c。上の世界線から

te =
c

g
(1− e−gτ/c), tr =

c

g
(egτ/c − 1), tr − te =

2x(τ)

c
.

te → c/g が上限となる。te ≥ c/g に出した信号は永遠にロケットに追いつかない（加速度地平線）。発信時刻が限界に近づくと帰着までの時間は発散する。
原題出典：東京大学大学院理学系研究科物理学専攻・当該年度入学試験問題（H13phys.pdf）。本解答は独立作成であり、東京大学の公式模範解答・採点基準ではない。原題は本解答の直前に原文画像として収録。
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東京大学大学院 理学系研究科・物理学専攻

院試数学　問題・詳解集

2026年度 → 2001年度
新しい年度から読む・降順再編集版

収録：25年度分（2021年度は原資料なし）
各年度の原題と独立作成の解答・解説を組み合わせて掲載
本文は既刊の数学編13巻から再配置

編集方針：出題年度ごとに原題を先に、そのあと解答を掲載。
非公式解答集／大学公表の模範解答ではありません。



年度別目次
2026年度から2001年度へ降順　　問題 → 解答の順

2026 年度 p. 3

2025 年度 p. 9

2024 年度 p. 14

2023 年度 p. 20

2022 年度 p. 26

2020 年度 p. 33

2019 年度 p. 39

2018 年度 p. 47

2017 年度 p. 55

2016 年度 p. 62

2015 年度 p. 70

2014 年度 p. 78

2013 年度 p. 85

2012 年度 p. 93

2011 年度 p. 100

2010 年度 p. 109

2009 年度 p. 117

2008 年度 p. 124

2007 年度 p. 133

2006 年度 p. 140

2005 年度 p. 147

2004 年度 p. 154

2003 年度 p. 159

2002 年度 p. 165

2001 年度 p. 172

注：2021年度は原資料に含まれません。付録（復習一覧）は p. 180 から。
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第 4 問・問題 1：冪零行列・行列指数と連立常微分方程式
非零実数 aを用い、N ×N 行列を

Aij =







a (i = j + 1),

0 (それ以外)
(1)

で定義します。Aは 1つ下の行に成分を移す shift型の冪零行列です。
準備：Aの冪の一般公式 Aej = aej+1（ただし j = N なら 0）なので、帰納法で

(Ak)ij =







ak i = j + k,

0 それ以外,
AN = 0.

特に a 6= 0と N ≥ 2の下で AN−1 6= 0です。
(a) N = 4で A2, A3, A4

A2 =











0 0 0 0

0 0 0 0

a2 0 0 0

0 a2 0 0











, A3 =











0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

a3 0 0 0











,

A4 = 04×4.

(b) (I −A)−1の (i, j)成分 冪零性より等比級数は有限で止まり
(I −A)(I +A+ · · ·+AN−1) = I −AN = I.

従って

(

(I −A)−1
)

ij
=







ai−j i ≥ j,

0 i < j.

(c)初期値 x(0) = e1 の ẋ = Ax 定数係数線形系の解は x(t) = etAe1 です。冪零性を使って指数関数を有限和にすると
etA =

N−1
∑

k=0

tk

k!
Ak.

Ake1 = akek+1だから、各成分は

xi(t) =
ai−1ti−1

(i− 1)!
(1 ≤ i ≤ N).

直接微分すると ẋ1 = 0、ẋi = axi−1（i ≥ 2）が成立し、初期条件も満たします。
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(d) x,Ax, . . . , AN−1xの線形独立性 AN−1x 6= 0とし、
c0x+ c1Ax+ · · ·+ cN−1A

N−1x = 0

を仮定します。左から AN−1 を作用させると c0A
N−1x = 0なので c0 = 0。残る式に AN−2 を作用させれば c1A

N−1x = 0、よって c1 = 0。これを繰り返し c0 = · · · = cN−1 = 0が得られます。従って線形独立です。
(e)対角化できないこと（N ≥ 2） AN = 0から、任意の固有値 λは λN = 0を満たし λ = 0のみです。もし対角化可能なら A = P diag(0, . . . , 0)P−1 = 0ですが、a 6= 0なら (A)21 = a 6= 0。矛盾です。

N ≥ 2, a 6= 0 =⇒ Aは対角化不能.

例外： N = 1なら A = (0)で対角化可能です。原題 (e)は暗黙に N ≥ 2を想定しているものと解釈されます。N = 1を含めたままでは、命題としては成り立ちません。

第 4 問・問題 2：1 階偏微分方程式と特性曲線法
a(x, y, u)ux + b(x, y, u)uy = c(x, y, u), u = u(x, y). (2)

曲面 S は F (x, y, u) = u− u(x, y) = 0で定義されます（右辺の uを独立な高さ座標と区別して解釈）。
(a)接平面の法線 曲面のパラメータ表示は r(x, y) = (x, y, u(x, y))。接ベクトルは

rx = (1, 0, ux)
T , ry = (0, 1, uy)

T .

両者と直交する法線として
n = (ux, uy,−1)T .

原題で nx, ny を求めるので nx = ux, ny = uy です。
(b) nと (a, b, c)の直交性

n · (a, b, c) = aux + buy − c = 0

となり、これは与えられた偏微分方程式そのものです。
(c)特性曲線が偏微分方程式を満たすこと 特性曲線 x = x(s), y = y(s), u = u(s)の微分方程式を

ẋ = a(x, y, u), ẏ = b(x, y, u), u̇ = c(x, y, u)

とします。曲面上で u(s) = u(x(s), y(s))の形で表せるなら連鎖律で
du

ds
= ux

dx

ds
+ uy

dy

ds
= aux + buy = c.

従って特性曲線と PDEは整合しています。これは局所的に滑らかな解が存在する領域での議論です。
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(d) a = b = 1, c = −u, u(x, 0) = cosx ẋ = 1, ẏ = 1, u̇ = −u。s = 0 で x(0) = ξ, y(0) = 0,
u(0) = cos ξとおくと

x = ξ + s, y = s, u = e−s cos ξ.

ξ = x− y, s = yを代入して
u(x, y) = e−y cos(x− y).

検算： ux = −e−y sin(x − y)、uy = −e−y cos(x − y) + e−y sin(x − y)。和は −uで、y = 0では
cosxに一致します。
(e) a = u, b = 1, c = 0の勾配発散 原題の PDEは

uy + uux = 0, u(x, 0) = h(x).

初期位置 ξをラベルとして特性曲線を求めると
ẋ = u, ẏ = 1, u̇ = 0, x(0) = ξ, y(0) = 0, u(0) = h(ξ).

従って
x = ξ + yh(ξ), u(x, y) = h(ξ). (3)

ξで微分すれば
∂x

∂ξ
= 1 + yh′(ξ),

∂u

∂ξ
= h′(ξ).

従って特性写像が局所可逆な間は

ux(x, y) =
h′(ξ)

1 + yh′(ξ)
, x = ξ + yh(ξ).

仮定により h′(ξ0) < 0なる ξ0が存在します。この特性で
y∗ = −

1

h′(ξ0)
> 0, x∗ = ξ0 + y∗h(ξ0)

とすれば分母が y ↑ y∗において 0へ近づき、uxは −∞の方向に発散します。別の見方では、特性上の w = uxは w′ = −w2を満たし、w(y) = w(0)/(1 + yw(0))です。成立範囲への注意：最初に特性が交差する以前には滑らかな解が存在し、この議論が有効です。もし他の位置で先に特性が交差すれば、古典解がその前に破綻しています。問題が示そうとしているのは、負の初期勾配を持つデータから、正の時間に古典的な滑らかさが失われるという現象（gradient catastrophe）です。

二つの大問をつなぐ見方
問題 1の指数関数 etA は線形 ODEの時間発展演算子、問題 2の特性写像 ξ 7→ ξ + yh(ξ)は非線形 PDEの局所的な座標変換です。どちらも「適切な表現に移すと微分方程式が解ける」という点で共通しています。しかし後者は Jacobianが消える時点で逆写像が失われ、微分の発散が起こります。原典： R8Master.pdf（令和 8年度専門科目）p.8–9。数学第 4問の問題 1・2、全 10小
問を収録しました。独立解答であり、大学の公式模範解答ではありません。
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(e)半正定値性 で の固有値は 。従って の固有値は で半正定値です。任意の に対して

従って は半正定値であり
min

これは が半正定値であるという一般原理にも基づきます。

2025 年度第 4 問・問 1：Pauli 行列とユニタリ共役
原題のトレース零エルミート行列 H を H = xσ1 + yσ2 + zσ3と表します。
(a)行列式

H =

(
z x− iy

x+ iy −z

)
⇒ detH = −(x2 + y2 + z2) .

(b)エルミート・トレース零・行列式の不変性 H ′ = U †HU とすると
(H ′)† = (U †HU)† = U †HU = H ′,

trH ′ = tr(UU †H) = trH = 0, detH ′ = det(U †) detH detU = detH.

ここでは U †U = I と | detU | = 1を使いました。
(c) U = diag(eiθ, e−iθ) 非対角成分に注目すると

x′ − iy′ = e−2iθ(x− iy).

実部と虚部を比較して


x′

y′

z′


 =



cos 2θ − sin 2θ 0

sin 2θ cos 2θ 0

0 0 1






x

y

z


 .

z軸周りの 2θ回転です。θ ∈ [0, 2π]の変化で角度 2θは 2周し、θ = πで U = −I となるため共役作用としては既に元へ戻ります。

2025 年度第 4 問・問 2：直交多項式と Sturm–Liouville 作用素
Q(x) = x(x− 1), fn(x) =

dn

dxn
[Q(x)n], f0 = 1.
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(a)最初の多項式 Q′(x) = 2x− 1なので
f1(x) = 2x− 1 .

(b)端点での消失 Q(x)n = xn(x− 1)n は x = 0, 1でともに n位の零点を持ちます。ゆえに任意の整数 0 ≤ m < nに対し、m階微分は両端点で零です。
(c)直交性 deg gm = m < nとする。部分積分を n回実施し、境界項が (b)によって消えるので

∫ 1

0
gm(x)fn(x) dx = (−1)n

∫ 1

0
g(n)m (x)Q(x)n dx = 0.

deg fm = mであるからm ̸= nのとき
∫ 1

0
fm(x)fn(x) dx = 0 .

(d)演算子の対称性 L̂h = d
dx
[Q(x)h′(x)]とすると

∫ 1

0
gL̂h dx = [gQh′]10 −

∫ 1

0
Qg′h′ dx = −

∫ 1

0
Qg′h′ dx, (6)

同様に ∫ 1
0 (L̂g)h dx = −

∫ 1
0 Qg′h′ dx。Q(0) = Q(1) = 0により境界項は零で、両者は等しくなります。

(e)固有値 L̂は次数 nの多項式を次数高々 nの多項式へ写します。fn の次数は nで、(c)の直交性と (d)の対称性により L̂fn は f0, . . . , fn−1 のいずれにも直交します。従って L̂fn = cnfn です。最高次の項で比較すれば、L̂(xn) = n(n+ 1)xn +低次数項。よって
L̂fn = n(n+ 1)fn .

補足：これは区間 [0, 1]の shifted Legendre多項式で、fn = n!Pn(2x − 1)。従って ∫ 1
0 f2

n dx =

(n!)2/(2n+ 1)も得られます（原題外の復習事項）。

2025 年度第 4 問・問 3：命題の反例
(a) X2 = X なら X = I または 0か？ 偽。n = 2で

X =

(
1 0

0 0

)
, X2 = X

ですが、X ̸= I かつ X ̸= 0です。一般に X2 = X を満たす行列は射影行列と呼ばれます。
(b)周回積分が零なら単位円板で正則か？ 偽。f(z) = z−2 を選ぶと、|z| = 1の反時計回り周回について ∮

|z|=1
z−2 dz = 0

ですが、f は円板内の原点に 2位の極を持ち、正則ではありません。周回積分が一度だけ零になるという条件は、正則性を結論づけるには足りません。
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2024 年度第 4 問・問 1：Fourier 変換と畳み込み
原題では α > 0に対して

gα(x) =
1

π

α

x2 + α2
, ĝα(ω) =

∫

R

e−iωxgα(x) dx (1)

を考えます。
(a)偶奇性 gαは実数値の偶関数です。従って変換の虚部を作る sin(ωx)gα(x)は奇関数になり積分は零。余弦は ωの偶関数なので、ĝαは実数値・偶関数です。
(b)複素積分の極 e−iωz は整関数なので、極は z2 + α2 = 0の零点

z = +iα, z = −iα

にある、それぞれ単純極です。ω < 0のとき上半平面で e−iωz が減衰するため上半円を使えます。
ω = 0も上半円寄与は O(R−1)で消えます。
(c)留数計算 上半平面内の極 z = iαで

Res
z=iα

[
e−iωzgα(z)

]
=

α

π

e−iω(iα)

2iα
=

eαω

2πi
. (2)

半円積分は R → ∞で零。留数定理より ω ≤ 0で ĝα(ω) = eαω。(a)の偶関数性を用いれば
ĝα(ω) = e−α|ω| (ω ∈ R).

(d)畳み込み定理 原題の (g1 ∗f)(x) =
∫
R
g1(x−y)f(y) dyに対し、積分順序を交換して u = x−yと置くと

ĝ1 ∗ f(ω) =

∫

R

∫

R

e−iωxg1(x− y)f(y) dy dx (3)

=

(∫

R

e−iωug1(u) du

)(∫

R

e−iωyf(y) dy

)
= ĝ1(ω)f̂(ω). (4)

積分交換が正当化される可積分条件（または分布の枠組み）を仮定しています。
(e)積分方程式 式 f = g1 ∗ f + δ − g2の Fourier変換を取ると

(1− e−|ω|)f̂(ω) = 1− e−2|ω|.

ω ̸= 0で因数分解して f̂ = 1 + e−|ω|。ω = 0でも連続延長により整合します。δ̂ = 1なので

f(x) = δ(x) +
1

π(1 + x2)
（分布の意味）.

検算： g1 ∗ g1 = g2は (c)(d)より従うので g1 ∗ f + δ− g2 = g1 + g2 + δ− g2 = f です。非一意性の注意：原題には無限遠の境界条件が明記されていません。∫
R
g1(x) dx = 1より、任意の定数 Cに対して f = δ + g1 + C も方程式を満たします（畳み込みが定義される通常の関数・分布の枠組み）。従って追加条件なしに一意性は主張できません。f − δ が可積分または無限遠で零になる場合には C = 0となり、上記の代表解が選ばれます。
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2024 年度第 4 問・問 2：3 次対称行列
A(z) =



z 1 0

1 0 1

0 1 z−1


 , z ̸= 0, 0 ≤ arg z <

π

2
.

(a)跡と行列式 直接計算により
trA = z + z−1, detA = −(z + z−1).

指定領域では z = ±iを含まないので z2 + 1 ̸= 0、従って逆行列が存在します。
(b)逆行列 余因子行列から

A(z)−1 =
1

z2 + 1




z 1 −z

1 −z z2

−z z2 z


 .

行列積 AA−1 = I を直接検算できます。
(c)固有値とそれがすべて実数になる範囲 固有多項式を計算すると

det(λI −A) = (λ− 1)(λ+ 1)(λ− z − z−1). (5)

従って
λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = z + z−1.

z = reiθ, r > 0, 0 ≤ θ < π/2とすると
Im(z + z−1) = (r − r−1) sin θ.

従って実固有値を持つ領域は
z ∈ {r : r > 0} ∪ {eiθ : 0 ≤ θ < π/2}.

複素平面上では正の実軸と、第 1象限の単位円弧（iは含まず）が該当します。
(d)固有値の重複と対角化可能性 z + z−1 = 1または −1で重複が発生します。後者は指定領域では解を持たず、前者は z2 − z + 1 = 0となります。領域内の唯一の解は

z = eiπ/3

です。このとき固有値 1の代数的重複度は 2です。一方、A− I の左上 2× 2小行列の行列式は
−z ̸= 0。従って rank(A− I) ≥ 2。det(A− I) = 0から階数は 2なので、固有空間の次元は 1。よって

A(eiπ/3)は対角化できない.
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(e)半正定値性 z = 1で A(1)の固有値は 2, 1,−1。従って A(1) + I の固有値は 3, 2, 0で半正定値です。任意の v ∈ R3に対して
xTBx = xT

(
A(1) + I

)
x+ (vTx)2 ≥ 0.

従って B は半正定値であり
λmin(B) ≥ 0 .

これは vvT が半正定値であるという一般原理にも基づきます。

2025 年度第 4 問・問 1：Pauli 行列とユニタリ共役
原題のトレース零エルミート行列 を と表します。
(a)行列式

det

(b)エルミート・トレース零・行列式の不変性 とすると

tr tr tr det det det det det

ここでは と det を使いました。
(c) diag 非対角成分に注目すると

実部と虚部を比較して
cos sin
sin cos

軸周りの 回転です。 の変化で角度 は 2周し、 で となるため共役作用としては既に元へ戻ります。

2025 年度第 4 問・問 2：直交多項式と Sturm–Liouville 作用素
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4 2023年度：第 4問・設問 1（留数定理と三角積分）
原題出典：R5master.pdf・PDF第 10ページ（冊子 7ページ）

4.1 (a) Eulerの公式
eiθ = cos θ + i sin θ, x = cos θ, y = sin θ. (24)

4.2 (b)単位円の複素積分へ変換
原題の積分は

I =

∫ 2π

0

cos(nθ)
a+ b cos θ dθ, n ∈ N, 0 < b < a. (25)

z = eiθ と置くと、dθ = dz/(iz)である。さらに
cos θ =

z + z−1

2
, cos(nθ) = zn + z−n

2
. (26)

単位円 C は反時計回りに一周する。したがって
I =

∮

|z|=1

zn + z−n

i(bz2 + 2az + b)
dz, f(z) =

zn + z−n

i(bz2 + 2az + b)
. (27)

4.3 (c)積分経路の内側の極
二次式の零点は

r± =
−a±

√
a2 − b2

b
. (28)

∆ =
√
a2 − b2、r = r+ = (−a+∆)/b = −b/(a+∆)と書くと、

−1 < r < 0, r− < −1, r+r− = 1. (29)

従って |z| < 1の極は、z = 0（n位の極）と z = r（単純極）の 2点だけである。
4.4 (d) n = 2の積分
n = 2では

f(z) =
z2 + z−2

i(bz2 + 2az + b)
. (30)

原点近くで
1

bz2 + 2az + b
=

1

b

(

1− 2a

b
z +O(z2)

)

(31)

だから z = 0の留数は Res(f, 0) = 2ia/b2。また rで
Res(f, r) = r2 + r−2

2i(br + a)
=

r2 + r−2

2i∆ . (32)
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従って留数定理により
I = 2πi [Res(f, 0) + Res(f, r)] (33)

= −4πa

b2
+

π(r2 + r−2)

∆
. (34)

r−2 − r2 = 4a∆/b2 を用いると

I =
2π√

a2 − b2

(

a−
√
a2 − b2

b

)2

. (35)

4.5 別解・検算：一般の nまで一度に求める
r = −b/(a+∆)とすれば

a+ b cos θ =
a+∆

2
(1− 2r cos θ + r2). (36)

Poisson核の展開と ∆ = (a+∆)(1− r2)/2を用いて
1

a+ b cos θ =
1

∆

(

1 + 2

∞
∑

m=1

rm cos(mθ)

)

. (37)

三角関数の直交性から n ≥ 1について
In =

2πrn

∆
=

2π√
a2 − b2

( −b

a+
√
a2 − b2

)n

. (38)

n = 2は式(35)と一致する。b → 0では n ≥ 1の積分が 0に近づき、符号も奇数 nで負となるため、検算に有効である。
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5 2023年度：第 4問・設問 2（固有値と行列指数）
原題出典：R5master.pdf・PDF第 10ページ（冊子 7ページ）

5.1 (a)相似変換と行列指数関数
任意の正方行列 X と可逆行列 V に対して

(V XV −1)k = V XkV −1 (39)

が帰納的に成立する。行列指数のべき級数の絶対収束により、項別に移して
eV XV −1

= V eXV −1. (40)

5.2 (b) 4× 4行列 Aの固有値・固有ベクトル
問題で与えられた行列は

A =









c 0 0 −c

0 1 0 0
0 0 −1 0
c 0 0 c









, c =
1√
2
. (41)

span{e1, e4}上の制限は
(

c −c

c c

)

, (42)

すなわち角度 π/4の回転行列である。よって固有値は
λ+ = eiπ/4, λ− = e−iπ/4, λ2 = 1, λ3 = −1. (43)

互いに直交する規格化固有ベクトルは例えば
u+ = 1√

2
(1, 0, 0,−i)T , u− = 1√

2
(1, 0, 0, i)T , e2, e3. (44)

直接 Au+ = λ+u+ などを計算して検算できる。
5.3 (c)ユニタリ対角化
固有ベクトルを順番に並べて

U =









1/
√
2 0 0 1/

√
2

0 1 0 0
0 0 1 0

−i/
√
2 0 0 i/

√
2









, D = diag(eiπ/4, 1,−1, e−iπ/4). (45)

列が正規直交しているため U−1 = U † であり、
A = UDU−1 = UDU †. (46)
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5.4 (d) eitA を行列で表す
(a)により eitA = UeitDU †。s = t/

√
2、h = eit/

√
2 と置くと

eitλ+ + eitλ−

2
= h cosh s, (47)

eitλ+ − eitλ−

2i = ih sinh s. (48)

したがって
eitA =









h cosh s 0 0 −ih sinh s

0 eit 0 0

0 0 e−it 0
ih sinh s 0 0 h cosh s









. (49)

重要 指数の係数が itでも、Aの固有値は一部複素数なので、式中に双曲線関数 cosh, sinhが現れる。
5.5 独立検算
t = 0を代入すると eitA = I4 になる。t = 0で微分すると

d

dt
eitA

∣

∣

∣

∣

t=0

= iA (50)

が得られる。(1, 4) 成分の微分が −i/
√
2、(4, 1) 成分が +i/

√
2 であることも一致する。また

tr(eitA)は 4個の固有値 eitλj の和に一致する。

9
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東大理物・院試数学第 11巻 2022–2023

1 収録範囲と読み方
入学年度 原題ページ テーマ
2022年度 原 題 7–8頁 (1) Cauchy積分と分散関係、(2)階数 1摂動と固有値、線形流の安定性
2023年度 原題 7頁 (1)三角積分と留数、(2)ユニタリ対角化と行列指数
この冊子の構成は「設問ごとの詳解」→「別解・検算」→「付録：原題画像」の順である。年度は入学年度であり、実施年ではない。

注意 問題文は原題画像を参照し、数式の記号や積分経路などは原題の定義に従う。途中で一般化する際には追加の条件を明記した。

2 2022年度：第 4問・設問 1（複素積分）
原題出典：R4master.pdf・PDF第 10ページ（冊子 7ページ）

2.1 設定と積分経路
実軸および複素上半平面で正則で、上半平面の無限遠で 0に収束する関数 f(z)と、実数 x0 を考える。原題の C− は x0 の下を、C+ は上を迂回して、実軸を左から右へ進む経路である。

ℜz

ℑz

x0

C+

C−

図は積分経路の概念図。迂回の半径は極限で 0にする。
2.2 (i)積分 I±

上半円を付け足し、閉曲線の半径を無限大にする。無限遠の円弧積分が消えることは、原題の減衰条件のもとで考える（必要なら円弧に関する一様減衰を仮定する）。
C+ は極 x0 を積分領域から除外するので、Cauchyの定理より I+ = 0。C− は x0 を内部に含むため留数定理により

I+ = 0, I− = 2πif(x0). (1)

別の導出では、迂回経路の極限が
I+ = PV

∫ ∞

−∞

f(x)

x− x0
dx− iπf(x0), (2)

I− = PV
∫ ∞

−∞

f(x)

x− x0
dx+ iπf(x0) (3)

であることを用いる。差を取っても式(1)を得る。
2
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2.3 (ii)小線分 C12 の積分
z = x0 + aeiθ、θ1 ≤ θ ≤ θ2 とパラメータ化する。このとき dz = iaeiθdθであり、

∫

C12

f(z)

z − x0
dz = i

∫ θ2

θ1

f(x0 + aeiθ) dθ. (4)

f の連続性を使うと
lim
a→0+

∫

C12

f(z)

z − x0
dz = i(θ2 − θ1)f(x0). (5)

ここで原題の線分は z1 から z2 へ向かうため、角度の差は θ2 − θ1 である。
2.4 (iii)実部と虚部の分散関係
(i)と迂回の表式を比較すると

PV
∫ ∞

−∞

f(x)

x− x0
dx = iπf(x0). (6)

両辺の虚部を取ると
PV
∫ ∞

−∞

ℑf(x)
x− x0

dx = πℜf(x0). (7)

原題の x0 ± ϵを用いる主値の定義と一致する。したがって
ℜf(x0) =

1

π
lim
ϵ→0+

[∫ x0−ϵ

−∞

ℑf(x)
x− x0

dx+

∫ ∞

x0+ϵ

ℑf(x)
x− x0

dx

]

, A =
1

π
. (8)

これは Kramers–Kronig型の分散関係の一つである。I+と I−の向きによる符号差が最も重要な検算点となる。

3
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3 2022年度：第 4問・設問 2（階数 1の行列）
原題出典：R4master.pdf・PDF第 11ページ（冊子 8ページ）

3.1 (i)–(iii) C = npI − qvvT の固有値と行列式
v
T
v = 1とする。射影

P = vv
T , P 2 = P, rankP = 1 (9)

を導入すると C = npI − qP と書ける。したがって
Cv = (np− q)v, (10)
Cw = npw (w ⊥ v). (11)

v に沿う 1次元と直交補空間の (n − 1)次元は互いに直交するため、これで全固有空間を尽くす。
λ∥ = np− q, λ⊥ = np (重複度n− 1). (12)

よって積の公式から
detC = (np− q)(np)n−1. (13)

3.2 (iv) detB = 0になる q0

B = CAで detA ̸= 0だから
detB = detC detA = (np− q)(np)n−1 detA. (14)

p > 0であるため、
q0 = np. (15)

3.3 (v)複素共役固有値が対で現れる理由
B = CAは実行列であり、特性多項式 det(λI −B)は実係数多項式である。Bz = βz の両辺を複素共役すると

Bz
∗ = β∗

z
∗ (16)

となる。したがって
β ∈ σ(B) =⇒ β∗ ∈ σ(B). (17)

3.4 (vi) Aが正定値の場合：発散解の存在
q > q0 = npでは C の固有値は負 1個、正 (n− 1)個である。Aは実対称正定値なので A1/2 が存在し、

A1/2BA−1/2 = A1/2CA1/2 =: S. (18)
S は実対称で、合同変換に対する Sylvesterの慣性法則より、負固有値を 1個持つ。相似な Bにも負の実固有値 β− < 0が存在する。その固有ベクトル u− を初期値として

g(t) = e−β
−
t
u− (19)

とすれば、g
′ = −Bgを満たし

lim
t→∞

∥g(t)∥ = ∞. (20)

4
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3.5 (vii) Aが負固有値を 1個持つ場合：安定化する v

Aの負固有値を a− < 0、対応する規格化固有ベクトルを u− とする。v = u− を選ぶ。このとき Aと C は同じ固有ベクトルで対角化できる。B = CAの固有値は
(np− q)a− > 0, np aj > 0 (j = 2, . . . , n) (21)

となる（q > np、aj > 0）。よって Bは正の固有値を持つ実対称行列である。任意の初期値をその直交固有基底で展開すると
g(t) =

n
∑

j=1

cje−βjtuj , βj > 0 (22)

だから
lim
t→∞

∥g(t)∥ = 0 （任意の初期値）. (23)

結論：同じ q > npでも、Aの符号と vの向きによって線形流の安定性が変わる。

5
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3. 2020年度　第 1問：誤差関数と移流拡散方程式
3.1 1. 誤差関数の級数と漸近形
【(i)】 e−ξ2 =

∑∞
n=0(−1)nξ2n/n!を項別積分すれば

erf(x) =
2√
π

∞
∑

n=0

(−1)nx2n+1

n!(2n+ 1)
.

よって
erf(x) =

2√
π

(

x− x3

3
+

x5

10
− x7

42
+ · · ·

)

【(ii)】 x > 0で erfc(x) = 2√
π

∫∞
x

e−ξ2dξと書く。η = ξ2の変数変換と部分積分により
∫ ∞

x

e−ξ2dξ =
e−x2

2x
− 1

2

∫ ∞

x

e−ξ2

ξ2
dξ.

2項目は O(e−x2

/x3)だから
erf(x) = 1− e−x2

√
π x

+O

(

e−x2

x3

)

(x → +∞)

さらに展開すれば erfc(x) ∼ e−x2

√
πx

(1− 1
2x2 + 3

4x4 − · · · )。
3.2 2. 移流拡散方程式の初期値問題

∂u

∂t
= −c

∂u

∂x
+

λ

2

∂2u

∂x2
, u(x, 0) = U(x).

【(i) λ = 0】 特性曲線に沿って x− ctが保存される。よって
u(x, t) = U(x− ct)

【(ii) Fourier空間】 対称的規格化の Fourier変換を用いると、部分積分で
F [ux] = ikũ, F [uxx] = −k2ũ.

従って
∂ũ

∂t
=

(

−ick − λ

2
k2
)

ũ, ũ(k, 0) = Ũ(k)

これを解けば ũ(k, t) = e−ickt−λk2t/2Ũ(k)である。【(iii) U = δ】 Ũ(k) = (2π)−1/2なので、Gaussian積分で逆変換することにより
G(x, t) =

1√
2πλt

exp
[

−(x− ct)2

2λt

]

(t > 0)

∫

R
G(x, t)dx = 1であり、t ↓ 0に δ(x)へ分布収束する。【(iv)階段状初期条件】 U(y) = 1 (y < 0)、

U(y) = 0 (y ≥ 0)ならば畳み込みで
u(x, t) =

∫ 0

−∞

exp[−(x− y − ct)2/(2λt)]√
2πλt

dy

=
1√
π

∫ ∞

(x−ct)/
√
2λt

e−v2dv.

12



東大理物・院試問題と独立解答集 /第 2巻 数学 2019・2020

従って
u(x, t) =

1

2
erfc
(

x− ct√
2λt

)

=
1

2

[

1− erf
(

x− ct√
2λt

)]

解釈：段差の中心は速度 cで右へ移り、遷移領域の幅は √
λtのオーダーで時間とともに広がる。初期の不連続点での値は t ↓ 0の点 wise極限に依存し、解は通常の L1

locや分布の意味で初期条件に収束する。

4. 2020年度　第 2問：巡回行列とWeyl関係
w = e2πi/d、Xej = ej+1（添字 dで巡回）、Zej = wj−1ej、U (n,m) = XnZmとする。
4.1 設問 1：Z のトレース
wd = 1、w 6= 1なので等比級数から

trZ =

d−1
∑

j=0

wj =
1− wd

1− w
= 0

4.2 設問 2：交換関係
任意の標準基底 ej に対して

ZXej = wjej+1, XZej = wj−1ej+1.

従って
ZX = wXZ (c = w)

4.3 設問 3：同時対角化の条件
交換関係から ZmXn′

= wmn′

Xn′

Zmである。よって
U (n,m)U (n′,m′) = wmn′

Xn+n′

Zm+m′

,

U (n′,m′)U (n,m) = wm′nXn+n′

Zm+m′

.

いずれもユニタリ（したがって正規）なので、同時ユニタリ対角化ができる必要十分条件は可換性である。結論は
mn′ −m′n ≡ 0 (mod d)

4.4 設問 4：U
(n,m) の固有値（一般の d）

g = gcd(n, d)、L = d/gとする。添字を 0, 1, . . . , d− 1で表すと、
U (n,m)ej = wmjej+n (mod d).

j 7→ j + nは g個の長さ Lの巡回軌道に分かれる。各軌道の代表 r = 0, 1, . . . , g − 1に対し、L回作用すると
(U (n,m))Ler = wm[Lr+nL(L−1)/2]er.

13
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従って各軌道の固有値は L次根であり、求める d個の固有値（重複度込み）は
µr,k = exp

[

2πi

L

(

k +
mr

g
+

mn(L− 1)

2g

)]

, (*)

r = 0, . . . , g − 1, k = 0, . . . , L− 1.

n = 0では g = d, L = 1として µr,0 = wmr を与え、Zmの固有値と一致する。循環ブロックの位相積から出た式なので、各固有値の重複も自動的に数えられる。
4.5 設問 5：d = 3の規格化固有ベクトル
w = e2πi/3、µj = wj−1とする。U (1,m) = XZmの固有値は式 (*)から 1, w, w2で、mに依存しない。v = (a, b, c)T に対する固有値方程式は

w2mc = µa, a = µb, wmb = µc.

a = 1と定めれば b = µ−1、c = wmµ−2となる。各成分の絶対値は 1なので

e
(m)
j =

1√
3





1

w−(j−1)

wm−2(j−1)



 (j = 1, 2, 3; m = 0, 1, 2)

j が異なれば固有値が異なり、ユニタリ行列の固有ベクトルとして直交する。
4.6 設問 6：異なる基底の相互不偏性
m 6= m′とし、ρ = wj−j′、σ = wm′−m ∈ {w,w2}と置く。前問の結果から

〈e(m)
j , e

(m′)
j′ 〉 = 1

3

(

1 + ρ+ σρ2
)

.

ρ3 = 1、ρ ∈ {1, w, w2}、σ ∈ {w,w2}を用いると直接計算で
∣

∣1 + ρ+ σρ2
∣

∣

2
= 3.

よって
∣

∣〈e(m)
j , e

(m′)
j′ 〉

∣

∣

2
=

1

3
(m 6= m′)

これは原題の d = 3における相互不偏基底（mutually unbiased bases）の性質である。m = m′ では通常の正規直交性 δjj′ が成り立つ。

解答の独立検算・資料注記
• 2019第 1問：行列単位を使って [T7, T1] = iT2、[T5, T6] = 2iT8を確かめ、H の全 64成分を基底展開で再計算した。
• 2019第 2問：固有値の式に境界条件を代入して確認し、D = cos(πm2)/ cos(πm1)は既知の余弦の無限積でも照合した。
• 2020第 1問： Fourier空間の解に逆変換を行い、Green関数の全積分が 1になることを確認した。
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1. 2019年度　第 1問：Hermite行列・SU(3)

1.1 1. 交換子と指数行列の性質
【(i)】 A† = A、B† = B のとき、

[A,B]† = (AB −BA)† = BA−AB = −[A,B].

したがって (i[A,B])† = i[A,B]で Hermite行列である。また traceの巡回性より
tr(i[A,B]) = i{tr(AB)− tr(BA)} = 0.

【(ii)】 eiAの随伴は (eiA)† = e−iAだから
U †U = e−iAeiA = I.

【(iii)】 Hermite行列 Aの固有値を aj ∈ Rとすれば、
det eiA =

∏

j

eiaj = ei
∑

j aj = ei trA = 1.

よって U = eiA ∈ SU(N)である。
1.2 2. 指定された行列の具体形
原題の表示と照合すると、T1は α1 = 1、T2は α2 = 1、T7は α7 = 1に対応する。したがって

T1 =





0 1 0
1 0 0
0 0 0



 , T2 =





0 −i 0
i 0 0
0 0 0



 , T7 =





1 0 0
0 0 0
0 0 −1



 .

1.3 3. 交換関係の係数
Ejk を行列単位とする。T1 = E12 + E21、T2 = −iE12 + iE21、T7 = E11 − E33なので

[T7, T1] = E12 − E21 = iT2.

同様に T5 = E23 + E32、T6 = −iE23 + iE32より
[T5, T6] = 2i(E22 − E33) = 2iT8.

A712 = 1, A568 = 2

1.4 4. 微小な SU(3)変換
T =

∑8
c=1 αcTc、U = eiθT、Ga = x†Tayとする。

6
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(i) Ga の変換と Hab

U † = I − iθT +O(θ2)より
G′

a = x†U †TaUy

= Ga + iθx†[Ta, T ]y +O(θ2)

= Ga + iθ
∑

b,c

αcAacbGb +O(θ2).

従って
Hab =

8
∑

c=1

αcAacb

係数の具体的な 8× 8行列は本節末尾に掲載する。この基底の第 7・第 8行列は標準的な正規直交基底ではないため、H が通常の反対称行列になるとは限らない点に注意。
(ii)外積型ベクトルの変換とM

zi =
∑

jk εijkxjyk とおく。Levi–Civita記号の恒等式から任意の正則行列 U について
(Ux)× (Uy) = (detU)U−T (x× y)

が従う。今回 detU = 1かつ U−T = I − iθT T +O(θ2)なので
z′ = (I + iθM)z +O(θ2), M = −T T .

具体的には
M = −





α7 α1 + iα2 α3 + iα4

α1 − iα2 α8 α5 + iα6

α3 − iα4 α5 − iα6 −α7 − α8



 .

補足：設問 4(i)の H の成分
αiの略記を aiとした場合、交換子の直接計算で

H =























0 −a7 + a8 −a6 a5 −a4 a3 2a2 −2a2
a7 − a8 0 −a5 −a6 a3 a4 −2a1 2a1

a6 a5 0 −2a7 − a8 −a2 −a1 2a4 0
−a5 a6 2a7 + a8 0 a1 −a2 −2a3 0
a4 −a3 a2 −a1 0 −a7 − 2a8 0 2a6
−a3 −a4 a1 a2 a7 + 2a8 0 0 −2a5
−a2 a1 −2a4 2a3 −a6 a5 0 0
a2 −a1 −a4 a3 −2a6 2a5 0 0























.

2. 2019年度　第 2問：スペクトルゼータ関数
2.1 1. 固有値と固有関数
方程式 −f ′′ −m2

αf = λf を書き換えると
f ′′ + k2f = 0, k2 = λ+m2

α.

7
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f ′(0) = 0から f(x) = C cos(kx)。さらに f(π) = 0より cos(kπ) = 0だから kn = n− 1
2（n ≥ 1）。したがって

λ(n)
α =

(

n− 1

2

)2

−m2
α, f (n)

α (x) = Cn cos
((

n− 1

2

)

x

)

原題は規格化不要。条件mα < 1/2により全固有値が正である。
2.2 2. 正則化した無限積と微分公式
【(i)】 λ > 0を定数とすると

d
ds

λ−s = −λ−s logλ

【(ii)】 原題の Z(s)を微分し s = 0に形式的に代入すると
Z ′(0) = −

∑

n≥1

logλ(n)
2 +

∑

n≥1

logλ(n)
1 .

この等式は解析接続による定義として理解すべきで、無限和の個々の項を無条件で分離するものではない。よって
D = exp[−Z ′(0)]

【(iii)】 λ > −m2
αとして g′′ + (λ+m2

α)g = 0を解く。g(0) = 1、g′(0) = 0であるから
gα(x;λ) = cos

(

x
√

λ+m2
α

)

【(iv)】 g̃α(λ) = gα(π;λ)は
g̃α(λ) = cos

(

π
√

λ+m2
α

)

.

この関数は λの整関数（余弦の偶冪級数による）で、零点は λ
(n)
α である。単純零点なので、対数微分は各零点で留数 1を持つ。閉曲線 C に関する留数定理から

1

2πi

∮

C

λ−s

(

g̃′2(λ)

g̃2(λ)
− g̃′1(λ)

g̃1(λ)

)

dλ =
∑

n

[

(λ
(n)
2 )−s − (λ

(n)
1 )−s

]

.

従って原題の係数は
A =

1

2πi

2.3 3. 積分路の変形と Z
′(0)

【(v)】 図の C を原点側の Cinと無限遠側の Coutへ変形する。λ−sを解析接続したうえで s = 0付近で微分すると、両 g̃α の大 |λ|漸近は同じであるため差の無限遠寄与は相殺する。一方、原点の小輪郭は対数微分 log(g̃2/g̃1)の値を与える。結果は
Z ′(0) = − log

g̃2(0)

g̃1(0)

独立検証：より直接的にはWeierstrass積
cos(πm) =

∞
∏

n=1

(

1− m2

(n− 1
2)

2

)

8
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を用いると、分子分母で共通の (n − 1
2)

2 が相殺され、同じ結果になる。これは原題の輪郭積分法とは別の確認方法である。【(vi)】 g̃α(0) = cos(πmα)なので
D =

cos(πm2)

cos(πm1)

m1,m2 < 1/2なので両余弦は正で、logの枝に関する曖昧さは生じない。
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3. 2018年度｜第 1問　階数 1行列と最小ノルム
原題の A = (a, b)は行ベクトルで、a, b 6= 0とする。r =

√
a2 + b2 > 0とおく。

3.1 設問 1：ATAの固有値・固有ベクトル
ATA =

(
a2 ab

ab b2

)
.

ATAAT = (a2+b2)AT = r2AT だから r2は固有値。(−b, a)T はAと直交するのでATA(−b, a)T =
0。したがって

λ1 = r2, v1 =
1
r
(a, b)T ; λ2 = 0, v2 =

1
r
(−b, a)T

3.2 設問 2：A = BV の分解
B = (c, 0)、V TV = I に加えて V T = V を要求する。A = BV の両辺のノルムから c = r。V の第 1行は (a/r, b/r)なので、直交かつ対称な選択は

c = r, V =
1

r

(
a b

b −a

)

V T = V、V 2 = I、BV = Aを直接確認できる。
3.3 設問 3：列ベクトル B̃

BB̃ = 1と B̃B の対称性を要求する。B̃ = (u, v)T とおけば ru = 1。さらに
B̃B =

(
ru 0
rv 0

)

が対称になる条件は rv = 0。r > 0だから
B̃ =

(
1/r
0

)

3.4 設問 4：列ベクトル Ã

A = BV と V −1 = V T = V を用いて
Ã = V T B̃ =

1

r2

(
a

b

)
.

このとき
AÃ = 1, ÃA =

1

r2

(
a2 ab

ab b2

)

は対称である。対称性から Ãは AT と平行でなければならず、AÃ = 1から唯一に定まる。
Ã = V T B̃ =

AT

AAT

12
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3.5 設問 5：n次元での最小ノルム解
An = (a1, . . . , an)、AnX = v 6= 0とする。Cauchy–Schwarzの不等式から

|v|2 = |AnX|2 ≤ ‖An‖2‖X‖2.

等号が成り立つのは X が AT
n と平行のときだけである。ゆえに

X0 =
v

‖An‖2
AT

n , Ãn =
AT

n

‖An‖2
.

また AnÃn = 1、ÃnAn = AT
nAn/‖An‖2は対称である。

X0 =
v∑n

j=1 a
2
j



a1
...
an




3.6 設問 6：非零固有値と特異値
任意の実行列M に対し、MTMx = λx、λ 6= 0ならMx 6= 0かつ

MMT (Mx) = M(MTMx) = λ(Mx).

逆もMT により同様である。したがってMTM とMMT の非零固有値は重複度込みで一致する（非零固有空間はM により同型）。M = Anなら AnA
T
n = (

∑
a2j )は 1行 1列の行列なので

Spec(AT
nAn) =





n∑

j=1

a2j , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1





3.7 設問 7：対角化可能性
AT

nAnは実対称行列である。実対称行列はスペクトル定理により直交行列で対角化できる。非零固有値が重複しているかどうかは妨げにならない。実際、AT
n/‖An‖と、その直交補空間の任意の正規直交基底を並べれば固有ベクトル基底になる。【答】 AT

nAn は必ず直交対角化可能である。

4. 2018年度｜第 2問　輸送・非線形拡散
4.1 設問 1：一次の輸送方程式

∂u

∂t
+

∂u

∂x
= 0, u(0, x) = f(x).

特性曲線 x− t = ξに沿う u(t, x)は一定なので
u(t, x) = f(x− t)

13
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4.2 設問 2：定常 Burgers型の常微分方程式
(i)保存量 F

u
du
dx

=
d2u
dx2

=⇒ d
dx

(
u′ − u2

2

)
= 0.

F = u′ − 1

2
u2

(ii)境界条件を満たす解
u(x) → W (x → −∞)、u(x) → −W (x → +∞)、u(0) = 0、W > 0。u の両端の有限極限と
u′ = F + u2/2から、端点で u′ → 0でなければならない。従って定数 F = −W 2/2で

u′ =
u2 −W 2

2
.

変数分離して ∫
du

u2 −W 2
=

x

2
+ C =⇒ 1

2W
log

∣∣∣∣
u−W

u+W

∣∣∣∣ =
x

2
+ C.

u(0) = 0より定数を定め、両端の境界条件に適合する枝を選ぶと
u(x) = −W tanh

(
Wx

2

)

【検算】 u′ = −(W 2/2) sech2(Wx/2) = (u2 −W 2)/2。x → ±∞の極限と u(0) = 0も満たす。
4.3 設問 3：非線形偏微分方程式の線形化

ut + uux = Duxx, D > 0.

(i) u∗ = −sx が解になること
st =

1
2s

2
x +Dsxxとする。xで微分すれば

sxt = sxsxx +Dsxxx.

u∗ = −sxとおくと
u∗t + u∗u∗x = −sxt + (−sx)(−sxx)

= −(sxsxx +Dsxxx) + sxsxx

= −Dsxxx = Du∗xx.

よって所望の非線形偏微分方程式を満たす。
(ii) Cole–Hopf変換 s = S(ϕ)

ϕt = Dϕxxと仮定して s = S(ϕ)を代入する。
st = DS′(ϕ)ϕxx, sx = S′(ϕ)ϕx, sxx = S′′(ϕ)ϕ2

x + S′(ϕ)ϕxx.

14
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両辺で ϕxxの項が消え、ϕ2
xの係数比較から

DS′′(ϕ) +
1

2

(
S′(ϕ)

)2
= 0.

p = S′とおけば p′ = −p2/(2D)だから、非定数の解は
p(ϕ) =

2D

ϕ+ C1
, S(ϕ) = 2D ln |ϕ+ C1|+ C2.

【答】 代表例として正値の ϕを用いれば
s = 2D lnϕ, u = −2D∂x lnϕ

これが Cole–Hopf変換である。Sが定数の場合も形式的には解だが、一般の非線形解の線形化には上の非定数の枝を用いる。
(iii) Fourier変換による熱方程式の解
原題の規約

ϕ(t, x) =
1√
2π

∫
∞

−∞

ϕ̃(t, k)eikx dk

で代入すると ∂2
x 7→ −k2なので

∂ϕ̃(t, k)

∂t
= −Dk2ϕ̃(t, k).

ϕ̃(0, k) = g(k)の初期条件から
ϕ̃(t, k) = e−Dk2tg(k)

必要なら逆変換して ϕ(t, x) = (2π)−1/2
∫
e−Dk2tg(k)eikx dkを得る。

15
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1. 2017年度｜第 1問　 Laplace変換
1.1 設問 1：三つの関数の Laplace変換と収束域
Laplace変換の定義は

L[f ](s) =
∫

∞

0
e−stf(t) dt

である。sは複素数とする。
(i) f(t) = t

【導出】 <s > 0ならば部分積分により
∫

∞

0
te−st dt =

[
− te−st

s

]
∞

0

+
1

s

∫
∞

0
e−st dt =

1

s2
.

L[t](s) = 1

s2
(<s > 0)

(ii) f(t) = sin(ωt), ω > 0

【導出】 指数表示を用いると
L[sinωt](s) = 1

2i

(
1

s− iω
− 1

s+ iω

)
=

ω

s2 + ω2
.

L[sinωt](s) = ω

s2 + ω2
(<s > 0)

(iii) f(t) =
√
t

【導出】 u = stを実数正の sについて先に用い、Γ(3/2) =
√
π/2を使う。右半平面へ解析接続して

L[
√
t](s) = s−3/2

∫
∞

0
u1/2e−u du = Γ

(
3
2

)
s−3/2.

L[
√
t](s) =

√
π

2s3/2
(<s > 0)

ここで s3/2 は右半平面上で解析的な枝を選ぶ。<s = 0では上記の通常の広義積分は一般に収束しない。
1.2 設問 2：畳み込みと積分方程式

5



東大理物・院試問題と独立解答集 /第 1巻 数学 2017・2018

(i)畳み込み定理を証明する
【導出】 (f1 ∗ f2)(t) =

∫ t

0 f1(t− u)f2(u) duとおく。十分大きい <sで絶対収束するなら、Fubiniの定理と v = t− uにより
L[f1 ∗ f2](s) =

∫
∞

0
e−st

∫ t

0
f1(t− u)f2(u) du dt

=

∫
∞

0

∫
∞

0
e−s(u+v)f1(v)f2(u) dv du

=

(∫
∞

0
e−svf1(v) dv

)(∫
∞

0
e−suf2(u) du

)
.

L[f1 ∗ f2](s) = F1(s)F2(s)

(ii)与えられた積分方程式の変換
原題の式は

f(t) = sin t+
∫ t

0
sin(t− t′)f(t′) dt′.

F (s) = L[f ](s)、S(s) = L[sin t](s) = 1/(s2 + 1)とおくと
F = S + SF =⇒ F (1− S) = S.

したがって
F (s) =

1

s2
(<s > 0)

(iii) f(t)を求める
設問 1(i)から L−1[s−2](t) = tであり、

f(t) = t (t ≥ 0)

【検算】 ∫ t

0 sin(t− u)u du = t− sin tなので、右辺は sin t+ t− sin t = t。
1.3 設問 3：極の重複した有理関数の逆変換

F (s) =
s

(s− 1)2
=

1

s− 1
+

1

(s− 1)2
.

第一項は et、第二項は tetの Laplace変換だから
f(t) = (1 + t)et (t ≥ 0)

原題の Bromwich積分を使う場合、s = 1の二重極での留数を計算しても同じ結果になる。収束半平面は <s > 1。

6
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2. 2017年度｜第 2問　外積行列と回転
2.1 設問 1：外積を行列で表す
a = (a1, a2, a3)

T、‖a‖ = 1とする。外積の成分表示から
a× x =




0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0


x.

J(a) =




0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0




2.2 設問 2：固有値
Ja = a× a = 0なので 0は固有値。三重積の公式から

J2
x = a× (a× x) = a(a · x)− x,

すなわち J2 = aa
T − I。また J は実反対称行列である。aに垂直な 2次元平面では J2 = −I だから、残りの固有値は ±i。

Spec J(a) = {0, i, −i}

2.3 設問 3：P = −J2 の射影性
‖a‖ = 1から

P (a) = −J2 = I − aa
T .

(i) Pa = a− a(aT
a) = 0。

(ii) a · b = 0なら Pb = b− a(a · b) = b。
(iii) P 2 = (I − aa

T )2 = I − 2aaT + a(aT
a)aT = P。

したがって P は aに垂直な平面への直交射影である。
2.4 設問 4：行列指数の展開
J3 = −J、J4 = P および JP = J を使って奇数冪・偶数冪をまとめると

eθJ = I + (sin θ)J + (1− cos θ)J2

= I + (cos θ − 1)P + (sin θ)JP.

したがって原題の f1, f2, f3は
f1(θ) = 1, f2(θ) = cos θ − 1, f3(θ) = sin θ

7
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2.5 設問 5：a, b, cの基底での表示
b ⊥ aかつ ‖b‖ = 1、c = a× bとする。すると

Ja = 0, Jb = c, Jc = −b.

よって
R(θ) := eθJ(a) ⇒





Ra = a,

Rb = b cos θ + c sin θ,
Rc = −b sin θ + c cos θ.

【答】 Rは aを固定し、右手系で aのまわりに角度 θだけ回す回転を表す。
2.6 設問 6：回転行列の共役作用
R = eθJ(a)とおく。行列指数の相似変換と、Rが detR = 1の直交行列であることから

ReφJ(b)R−1 = eφRJ(b)R−1

, RJ(b)R−1 = J(Rb).

最後の等式は任意の x に作用させて、R(b × R−1
x) = (Rb) × x から従う。設問 5 により

Rb = b cos θ + c sin θなので
e = b cos θ + c sin θ, χ = φ

これが原題の等式を満たす一つの選び方である（角度は 2πの周期性を持つ）。
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3 2016年度　第 1問：行列漸化式と Jacobi行列
3.1 設問 1(i)：SL(2)行列の恒等式
与えられた A,B について、直接計算から detA = detB = 1。Mn = Mn−1Mn−2 なので帰納法に

より全ての nで
detMn = 1 .

任意の 2× 2行列について TrM−1 = (TrM)/(detM)だから
TrMn = Tr(M−1

n ) .

さらに Cayley–Hamiltonの定理はM2
n − (TrMn)Mn + I = 0。右からM−1

n を掛ければ
Mn +M−1

n = (TrMn)I .

3.2 設問 1(ii)：トレースの 3項漸化式
Mn = Mn−1Mn−2 からM−1

n−2 = M−1
n Mn−1。よって

Mn+1 +M−1
n−2 = MnMn−1 +M−1

n Mn−1

= (Mn +M−1
n )Mn−1

= xnMn−1.

両辺のトレースを取り、TrM−1
n−2 = xn−2 を使うと

xn+1 = xnxn−1 − xn−2 .

3.3 設問 1(iii)：3変数の不変量
a = xn, b = xn+1, c = xn+2 と置く。漸化式により xn+3 = bc− aである。

In+1 = (bc− a)2 + c2 + b2 − (bc− a)bc

= a2 + b2 + c2 − abc = In.

よって nに依らない。初期値は
x0 = TrB =

√
3, x1 = TrA =

√
2, x2 = Tr(AB) =

√
6−

√
2

2
.

13
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この 3値を代入して
In = 4 (n ≥ 0) .

A,B はともに平面回転行列なので可換であり、この数値結果とも整合する。

3.4 設問 2(i)：3次の対称三重対角行列
N = 3では

C =




0 b1 0

b1 0 b2

0 b2 0


 .

特性多項式を計算すると
det(µI − C) = µ

(
µ2 − b21 − b22

)
.

従って固有値は
µ = 0, µ = ±

√
b21 + b22 .

3.5 設問 2(ii)：固有ベクトルの第 1成分は非零
Cv = µv とすると最初の成分は b1v2 = µv1。v1 = 0なら b1 > 0から v2 = 0。次に第 2成分の式か
ら b2v3 = 0、以下同様に帰納すると全成分がゼロとなり、固有ベクトルであることに矛盾する。従って

v1 ̸= 0 .

3.6 設問 2(iii)：固有値の単純性
Cv = µv の成分表示は

bj−1vj−1 + bjvj+1 = µvj , b0 = bN = 0.

bj > 0なので、v1 を指定すると各成分は再帰的に一意に決まる。従って任意の固有値 µに対応する固
有空間の次元は高々 1。C は実対称で直交対角化可能だから、幾何学的重複度と代数的重複度は一致
する。よって

Cの固有値はすべて相異なる。

14
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4 2016年度　第 2問：波動方程式と非線形 kink

4.1 設問 1(i)：質量項のある波動方程式
ytt − yxx + λ2y = 0を考える。y = cos(kx)F (t)と置くと

F ′′(t) + (k2 + λ2)F (t) = 0.

F (0) = 1, F ′(0) = 0なので
y(x, t) = cos(kx) cos(Ωt) , Ω =

√
k2 + λ2.

4.2 設問 1(ii)：右進行波と左進行波
積和公式から

y(x, t) =
1

2
cos(kx− Ωt) +

1

2
cos(kx+Ωt) .

第 1項は正の x方向、第 2項は負の x方向に進む。位相速度の大きさは Ω/k である（k > 0）。

4.3 設問 2(i)：静的解の第 1積分
非線形方程式 ytt − yxx + 2λ2(y3 − y) = 0に対し、y = u(x)と置けば

−u′′ + 2λ2(u3 − u) = 0.

両辺に u′ を掛けて積分すると
−1

2
(u′)2 +

λ2

2
(u4 − 2u2) = const.

従って積分定数 Aを用いて
du
dx = ±λ

√
u4 − 2u2 +A .

4.4 設問 2(ii)：両端の境界条件から A = 1

u(+∞) = 1, u(−∞) = −1。この非特異な静的 kinkでは両端で u′ → 0となるので、第 1積分に
u = ±1を代入して

0 = λ2(1− 2 +A) =⇒ A = 1 .

15
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4.5 設問 2(iii)：kinkの解析解
A = 1なら

(u′)2 = λ2(1− u2)2.

増加する枝と |u| ≤ 1を採用すると u′ = λ(1− u2)。変数分離より
arctanhu = λ(x− x0), u(x) = tanh

(
λ(x− x0)

)
.

x0 = 0（原点で u = 0）と選べば
u(x) = tanh(λx) .

4.6 設問 2(iv)：kinkの周りの線形化
y = u+ z とし、z2, z3 を無視すると

(u+ z)3 − (u+ z) = (u3 − u) + (3u2 − 1)z +O(z2).

uが静的方程式を満たすことから定常部分を相殺して
ztt − zxx + 2λ2(3u(x)2 − 1)z = 0 .

4.7 設問 2(v)：並進対称性からの零モード
静的方程式 −u′′ + 2λ2(u3 − u) = 0を xで微分すると

−u′′′ + 2λ2(3u2 − 1)u′ = 0.

すなわち u′ は線形化された空間微分作用素の固有値ゼロの固有関数である。z0 = eiωtu′ を代入する
と −ω2u′ = 0。u′ ̸≡ 0なので

ω = 0 , z0(x, t) = u′(x) = λ sech2(λx) .

これは kink の中心 x0 を微小にずらしても解が保たれるという、空間並進対称性に伴う零モードで
ある。
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1 2015年度　第 1問：特性多項式と直交多項式
1.1 設問 1(i)：2次正方行列の特性方程式
A =


a b

c d


 と置くと

det(xI −A) = det
(
x− a −b

−c x− d

)

= (x− a)(x− d)− bc

= x2 − (TrA)x+ detA.

解答：1(i) x2 − (TrA)x+ detA = 0 。

1.2 設問 1(ii)：Cayley–Hamiltonと Chebyshev型漸化式
特性多項式に A自身を代入する Cayley–Hamiltonの定理により

A2 − (TrA)A+ (detA)I = 0.

detA = 1, ξ = 1
2 TrA なら A2 = 2ξA− I となる。AN = cNA+ dNI と仮定すれば

AN+1 = cN (2ξA− I) + dNA

= (2ξcN + dN )A− cNI.

ここで U−1 = 0, U0 = 1, U1 = 2ξ を初期条件とする
UN (ξ) = 2ξUN−1(ξ)− UN−2(ξ)

を導入すると、A = U0A− U−1I から帰納的に
AN = UN−1(ξ)A− UN−2(ξ)I (N ≥ 1)

が得られる。N = 2では A2 = 2ξA− I と一致し、帰納の起点を確かめられる。

1.3 設問 2：自己共役性の部分積分による証明
Lu = (pu′)′、p(a) = p(b) = 0、p実数とする。部分積分を 1回行えば

∫ b

a

v∗Lu dx = [v∗pu′]
b

a −
∫ b

a

(v′)∗pu′ dx.

9
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境界項は p(a) = p(b) = 0により消える。他方
∫ b

a

u(Lv)∗ dx = [up(v′)∗]
b

a −
∫ b

a

u′p(v′)∗ dx.

両式の右辺が一致するので
∫ b

a

v∗Lu dx =

∫ b

a

u(Lv)∗ dx .

ここでは端点近傍で境界項が存在して消える程度の正則性を仮定した。

1.4 設問 3：固有値の実性・固有関数の直交性
Lu = λwu, w(x) > 0、u ̸≡ 0 とする。自己共役性から

λ

∫ b

a

w|u|2 dx =

∫ b

a

u∗Lu dx = −
∫ b

a

p|u′|2 dx ∈ R.

重み付きノルムは正なので λ ∈ Rである（さらに p ≥ 0なら λ ≤ 0）。異なる固有値 λ1, λ2 に対応す
る u1, u2 について

λ1

∫ b

a

u∗

2wu1 dx =

∫ b

a

u∗

2Lu1 dx =

∫ b

a

u1(Lu2)
∗ dx = λ2

∫ b

a

u∗

2wu1 dx.

従って λ1 ̸= λ2 なら ∫ b

a

u1(x)u2(x)
∗w(x) dx = 0 .

1.5 設問 4：第 2種 Chebyshev多項式の直交性
与えられた微分方程式は

(1− x2)U ′′

N − 3xU ′

N +N(N + 2)UN = 0.

w(x) =
√
1− x2, p(x) = (1− x2)3/2 と選ぶ。実際

(pU ′

N )′ =
√
1− x2

[
(1− x2)U ′′

N − 3xU ′

N

]
= −N(N + 2)wUN .

すなわち LUN = λNwUN , λN = −N(N + 2) である。UN は多項式で端点で有限、p(±1) = 0だか
ら前問の直交性を適用できる。M ̸= N なら固有値が異なるため

∫ 1

−1

UM (x)UN (x)
√
1− x2 dx = 0 (M ̸= N) .

参考として、x = cos θ による直接計算でも UN (cos θ) = sin((N + 1)θ)/ sin θ を使えば同じ結果が得
られる。

10
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2 2015年度　第 2問：熱方程式と Green関数
2.1 設問 1：熱方程式の Fourierモード
S = 0とすると ∂tf = λ∂2

xf。問題文に合わせて
f(t, x) =

∫
∞

−∞

dk
2π

f̂(t, k)e−ikx

と置く。∂2
xe−ikx = −k2e−ikx から

∂f̂

∂t
= −λk2f̂ , f̂(t, k) = f̂(0, k)e−λk2t.

したがって f̃(k) = f̂(0, k)として、求める一般解は
f(t, x) =

∫
∞

−∞

dk
2π

f̃(k)e−λk2t−ikx .

2.2 設問 2：Green関数による非斉次方程式の解
D = ∂t − λ∂2

x と書くと、問題文の Green関数は DG = δ(t− t′)δ(x− x′) を満たす。
f(t, x) =

∫
dt′
∫

dx′ G(t, x, t′, x′)S(t′, x′)

とおき、D を積分内へ作用させれば
Df =

∫
dt′dx′ δ(t− t′)δ(x− x′)S(t′, x′)

= S(t, x).

これは特解の構成である。初期条件が別途指定される場合は、必要に応じて斉次方程式の解を足す。

2.3 設問 3：複素周波数積分の係数と極
τ = t− t′, r = x− x′ とする。問題文の Ansatzは

G = C

∫ dω
2π

dk
2π

eiωτ−ikr

ω − iαλk2
.

D を作用させると、積分核には iω + λk2 が掛かる。分母をこれと比例させるには
α = 1, iω + λk2 = i(ω − iλk2).

ゆえに DG = iC
∫
(dω/2π)(dk/2π)eiωτ−ikr。この積分を δ(τ)δ(r)にするには iC = 1が必要なので

α = 1, C = −i .

11
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2.4 設問 4：ω 積分と因果性
k ̸= 0で極は ω = iλk2（上半平面）にある。τ > 0では eiωτ が上半平面で減衰するので、上へ閉じ

る輪郭で留数を拾う。
−i

∫
∞

−∞

dω
2π

eiωτ

ω − iλk2
= e−λk2τ (τ > 0).

τ < 0では下半平面で閉じ、極はないから結果は 0。分布としては、これを θ(τ)e−λk2τ と書く（k = 0

は極の処方の極限で理解する）。

2.5 設問 5：k 積分から熱核へ
従って

G = θ(τ)

∫
∞

−∞

dk
2π

exp(−λk2τ − ikr).

τ > 0について平方完成して Gaussian積分を実行すれば
G(t, x, t′, x′) =

θ(t− t′)√
4πλ(t− t′)

exp
[
− (x− x′)2

4λ(t− t′)

]
.

因果的な Green関数なので t < t′ でゼロ。t ↓ t′ では空間的にデルタ分布へ収束する。

2.6 設問 6：余弦波の衝撃応答・最大値
S(t, x) = δ(t) cos(px)、t < 0で f = 0である。熱方程式に対する余弦モードは固有関数だから

f(t, x) = θ(t)e−λp2t cos(px) .

t > 0を固定すると、p ̸= 0での最大値は
fmax(t) = e−λp2t , x =

2πn

|p| (n ∈ Z) .

p = 0なら f(t, x) = 1であり、全ての xで最大値 1をとる。t = 0は分布的な右極限で扱う。
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解答・解説：2014 年度第 1 問
1. 1 階線形微分方程式
y′ = −αy, y(b) = A。変数分離または積分因子で
y(x) = Ae−α(x−b) .

2. 三角型連立方程式
y′1 = −αy1 から y1 = Ae−αx。さらに

y′2 + γy2 = βAe−αx, y2(0) = 0

を積分因子 eγx で解けば
y1(x) = Ae−αx, y2(x) =

βA

γ − α

(

e−αx − e−γx
)

(α ̸= γ).

α, β, γ, A > 0 の下では、y1(x) > 0 は全 x で成立し、y2 は x > 0 で正、x = 0 で零、x < 0 で負となる。実際、y2 = βA
∫ x

0 e
−γ(x−s)e−αsds の表示から符号は積分区間の向きで決まる。

3. 対称行列のスペクトル分解
系の係数行列は

M = c

(

−1
√
3√

3 −3

)

, 固有値0,−4c.

対応する規格化固有ベクトルは
v0 =

1

2

(
√
3

1

)

, v− =
1

2

(−1√
3

)

.

初期値は y(0) = v0 + v− と一致する。従って
y1(x) =

√
3

2
− e−4cx

2
, y2(x) =

1

2
+

√
3

2
e−4cx .

代入すると y′ =My、y(0) は原題の初期値と一致する。
4. 有限区間の熱方程式
yt = yxx、y(±a, t) = 0 の非定数解の一例は
y(x, t) = e−π2t/(4a2) cosπx

2a
(−a < x < a).

外側では y = 0 と定義する。内部では yt = yxx が成立し、x = ±a で値は零である。原題は境界における微分可能性を要求していないので、内部での古典解として十分である。非定数な境界値を持つ拡張解を想定する場合は追加条件が必要。
11
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5. 非斉次ではない非線形方程式
y′ = −α(1− βy)y、y(0) = A > 0。v = 1/y とおくと

v′ = αv − αβ, v(x) = β + (A−1 − β)eαx.

よって
y(x) =

A

βA+ (1− βA)eαx
（分母が零でない区間）.

βA < 1 なら x ≥ 0 で正のまま 0 へ減衰する。βA = 1 なら定数解 1/β。βA > 1 なら有限の正の x∗ = α−1 log{βA/(βA− 1)} で分母が零になり発散する。したがって全実数上の有限解と断定してはいけない。
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解答・解説：2014 年度第 2 問
1. 環状の実対称行列 A(ε, t)

P を (Px)j = xj+1（最後は xn+1 = x1）で定める巡回置換行列とする。成分は

P =

















0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 0 1
1 0 · · · 0 0

















.

P T = P−1 だから
A(ε, t) = εI + t(P + P−1) .

従って PA = AP である。
(iii) フーリエ固有ベクトル。 ω = e2πi/n、k = 0, 1, . . . , n− 1 とし

u(k) =
1√
n
(1, ωk, ω2k, . . . , ω(n−1)k)T.

Pu(k) = ωku(k) であり、ωk は相異なる。従って線形独立な n 本の固有ベクトルを得る。
(iv) 異なる固有値の直交性。 P はユニタリなので ⟨Px, Py⟩ = ⟨x, y⟩。Px = ωkx, Py = ωly を代入すると (1− ωkωl)⟨x, y⟩ = 0。k ̸= l なら ⟨x, y⟩ = 0。あるいは等比級数∑n−1

j=0 ω
(l−k)j = 0 を用いてもよい。

(v) ユニタリ対角化。 U = (u(0) u(1) · · · u(n−1)) とすると U †U = I で
U †A(ε, t)U = diag(a0, . . . , an−1), ak = ε+ 2tcos 2πk

n
.

固有値の重複（k と n− k）があっても、上記の U は直交基底を与える。Aは実対称なので、実ベクトルを用いた直交対角化も可能である。
2. 2n 次元ブロック行列の固有値
B =

(

A(0,t) λI

λI A(0,2t)

)。U ⊕ U による変換とブロックの並べ替えにより、B は n 個の独立な 2 × 2

行列
Bk =

(

2tck λ

λ 4tck

)

, ck = cos 2πk

n

の直和にユニタリ同値となる。特性方程式は
(E − 2tck)(E − 4tck)− λ2 = 0.

従って
Ek,± = 3tck ±

√

t2c2k + λ2 , k = 0, . . . , n− 1.

各 k につき 2 個あり、重複度込みで合計 2n 個になる。

13
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λ = 0 では {Ek,+, Ek,−} = {2tck, 4tck}（ck の符号で ± の対応は入れ替わる）。|λ| ≪ t で ck ̸= 0なら
Ek,± = 3tck ±

(

t|ck|+
λ2

2t|ck|
+O(λ4)

)

,

δE = O(λ2).

λ = 0 における非縮退 2 準位の変位は 2 次である。一方、ck = 0 なら
Ek,± = ±λ (λ > 0)

となり 1 次で分裂する。ck = 0 が起こるのは 4 | n の場合（k = n/4, 3n/4）に限られる。これが
λ に対する線形の微小変化と 2 次の変化の境界である。
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東大理物院試問題・詳解集｜数学第 4 巻 2013・2014 年度

解答・解説：2013 年度第 1 問
1. Vandermonde 行列式の因数分解
(i) 同次次数。行列式の各項は、4 行からそれぞれ指数 0, 1, 2, 3 を一度ずつ選んで掛けたものであり、全次数は 0 + 1 + 2 + 3 = 6。右辺の ∏

i<j(zi − zj) も 1 次式 6 個の積だから 6 次同次多項式となる。
(ii) zi = zj での零化。2つの zi, zj が等しければ、行列の第 i, j 列が一致する。よって ∆(z) = 0。因数定理より zi − zj は ∆ を割る。すべての相異なる i, j について成り立つから

∆(z) = C
∏

1≤i<j≤4

(zi − zj)

と書ける。右辺・左辺とも次数 6 なので C は定数である。
(iii) 係数比較。 z31z

2
2z3 の係数を比べる。行列式では、指数 (3, 2, 1, 0) を列 (1, 2, 3, 4) に割り当てる置換は反転数 6 の偶置換だから係数は +1。積の表示でも、各 (zi − zj) から i < j のとき ziを選べば同じ項が係数 +1 で現れる。従って C = 1。

∆(z) =
∏

1≤i<j≤4

(zi − zj) .

2. 対数微分と複素積分
(i) 正則な非零関数 g の局所的な対数 λ = log g をとると

g′

g
= λ′,

g′′

g
= λ′′ + (λ′)2 .

対数の枝を変更しても導関数は変わらない。
(ii) z2, z3, z4 は互いに異なり、z1 について

∆ = C0

4
∏

j=2

(z1 − zj), C0 =
∏

2≤i<j≤4

(zi − zj) ̸= 0.

対数微分を用い S1 =
∑4

j=2(z1 − zj)
−1 と書けば

∆′

∆
= S1,

∆′′

∆
= S2

1 −
4

∑

j=2

1

(z1 − zj)2
.

よって対角項が消去されて
f(z) = 2

∑

2≤j<k≤4

1

(z1 − zj)(z1 − zk)
.

z1 = zj における主部は
f(z) =

2

z1 − zj

4
∑

k=2
k ̸=j

1

zj − zk
+O(1).

7
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したがって、二重極以上は存在しない（係数の偶然の消滅によって可除特異点となることはある）。
(iii) 留数定理により

I =

∮

C

dz1
2πi z1f(z) = 2

4
∑

j=2

zj

4
∑

k=2
k ̸=j

1

zj − zk
.

非順序対 {j, k} ごとにまとめると
I = 2

∑

2≤j<k≤4

(

zj

zj − zk
+

zk

zk − zj

)

= 2

(

3

2

)

.

I = 6 .

別解による検算： z1 → ∞ で ∆ ∼ C0z
3
1、∆′′ ∼ 6C0z1。よって z1f ∼ 6/z1 となり、有限特異点の留数和も 6 である。
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解答・解説：2013 年度第 2 問
1. 一次微分の座標変換
ξ = Cx とする。連鎖律より

∂

∂xi
=

2
∑

a=1

Cai
∂

∂ξa
(i = 1, 2).

ベクトル表示なら ∇x = CT∇ξ である。
2. 2 階微分の標準形への分類
A = (aij) = AT、D = detA とおく。変数変換後の 2 階部分は

2
∑

a,b=1

(CACT)ab∂ξa∂ξb .

実対称行列の直交対角化と座標の拡大縮小によって、Sylvester の慣性法則から次を得る。
(a) D > 0：2 つの固有値は同符号。±(∂2ξ1 + ∂2ξ2)。
(b) D = 0：A ̸= 0 より階数 1。±∂2ξ2（零固有値に対応する方向を ξ1 とした）。
(c) D < 0：固有値の符号が異なる。∂2ξ1 − ∂2ξ2。
ここで元問題の A は零行列でないという仮定を使用した。
3. 一階微分の除去と固有値 E の移動
2 階部分の標準形を Mab∂a∂b、1 階部分を d · ∇ξ と書く。ψ = eλ·ξϕ とおくと

e−λ·ξLeλ·ξϕ =Mab∂a∂bϕ+ (2Mλ+ d) · ∇ϕ
+ (λTMλ+ d · λ)ϕ.

D > 0 と D < 0：M は可逆なので λ = −1
2M

−1d ととり、1 階部分を全て消去できる。従って
Mab∂a∂bϕ = Fϕ , F = E + 1

4d
TM−1d.

D > 0 は M = ±I2 であり、負定値の場合は方程式全体に −1 を掛けて符号を揃えれば式 (2) の正の Laplace 型となる（同時に F も符号反転する）。D < 0 は M = diag(1,−1) とでき、式 (4)に一致する。
D = 0：必要なら方程式全体に −1 を掛け、2 階部分を −∂2ξ2 とする。このとき 1 階部分を

β∂ξ1 + δ∂ξ2 と書く。λ2 = δ/2, λ1 = 0 とおくと
(β∂ξ1 − ∂2ξ2)ϕ = Fϕ , F = E′ − δ2/4.

E′ は元方程式を符号調整した後の固有値である。β が 0 となる退化例も許される。

9
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4. 熱方程式の Fourier 積分表示
式 (3) で F = 0, β = 1 とすれば ∂ξ1ϕ = ∂2ξ2ϕ。
(i) ξ1 > 0 で絶対収束・微分交換が許される f に対して

ϕ(ξ1, ξ2) =

∫ ∞

−∞

f(y)e−y2ξ1+iyξ2 dy.

ξ1 微分は被積分関数に −y2 を掛け、ξ2 に関する 2 階微分も同じ −y2 を掛ける。従って確かに熱方程式を満たす。
(ii) 初期条件が δ(ξ2) なら、Fourier 逆変換の規格化から f(y) = 1/(2π)。平方完成を用いた

Gaussian 積分により
ϕ(ξ1, ξ2) =

1√
4πξ1

exp
(

− ξ22
4ξ1

)

(ξ1 > 0).

この解は ξ1 ↓ 0 で分布の意味で δ(ξ2) に収束する。
5. 波動方程式の一般解
式 (4) で F = 0 は ∂2ξ1ϕ− ∂2ξ2ϕ = 0。u = ξ1 − ξ2, v = ξ1 + ξ2 とすると ∂2ξ1 − ∂2ξ2 = 4∂u∂v。従って
∂u∂vϕ = 0 から
ϕ(ξ1, ξ2) = G1(ξ1 − ξ2) +G2(ξ1 + ξ2) .

G1, G2 は 2 階微分が存在する任意の関数である。原題で求められたのは上式が解であることの確認だが、実際には局所一般解にもなっている。
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原題：2012年度（平成 24年度）
下の 2ページは原本「H24math.pdf」の第 2–3ページです（第 1問、第 2問）。
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2012年度　第 1問　 Pauli行列とユニタリ行列
1.(i) Pauli行列の積

σjσk = δjkI + i
3
∑

ℓ=1

εjkℓσℓ.

j = kなら I、異なる添字には σ1σ2 = iσ3とその巡回置換、逆順では負号が付く。
1.(ii) S(a)S(b)の公式
S(a) =

∑

j ajσj と定義したので、(i)を代入し
S(a)S(b) = (a · b)I + iS(a× b).

特に単位ベクトル nに対して S(n)2 = I。
1.(iii) X(n, θ)の展開
指数関数の偶数次・奇数次の項に分けると

X(n, θ) = e−iθS(n) = I cos θ − iS(n) sin θ.

逆行列は X(n,−θ) = I cos θ + iS(n) sin θ。
1.(iv)共役作用と空間回転
c = cos θ, s = sin θ, N = S(n), V = S(v)と書く。

XVX−1 = c2V + ics[V,N ] + s2NVN.

(ii)より [V,N ] = −2iS(n× v)、また NVN = 2(n · v)N − V。したがって
X(n, θ)S(v)X(n,−θ) = S(v′),

v′ = v cos(2θ) + (n× v) sin(2θ) + n(n · v)(1− cos(2θ)).

これは n軸の周りに角度 2θ回転させる Rodriguesの公式である。

1.(v) n ⊥ vの場合
n · v = 0なので v′ = v cos(2θ) + (n× v) sin(2θ)。θを 0から 2πまで増加させると、v′は nに垂直な平面内で 2回転し、θ = πでも元の位置に戻る。X(n, π) = −I は共役作用では何も変えないことに注意する。
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2.(a)–(f)真偽判定
設問 判定 証明または反例
(a) 真 (AB)†(AB) = B†A†AB = B†B = I。
(b) 偽 A = σ1, B = σ2は Hermiteだが AB = iσ3は Hermiteでない。
(c) 偽 A = 2I は Hermiteだが unitaryではない。
(d) 偽 A = diag(1,−1)は Hermiteかつ unitaryだが I ではない。
(e) 偽 X = ( 0 1

0 0 ) ̸= 0なのに X2 = 0。
(f) 真 X3 = 0 なら全固有値が 0。2 × 2 行列の Cayley–Hamilton より X2 −

(trX)X + (detX)I = X2 = 0。

2012年度　第 2問　連立偏微分方程式
1.(i)係数行列の固有値・固有ベクトル
与えられた系は

∂u

∂t
+A

∂u

∂x
= 0, A =

(

0 4

1 0

)

, u =

(

u1

u2

)

.

det(A − λI) = λ2 − 4 なので固有値は λ+ = 2, λ− = −2。固有ベクトルには q+ = (2, 1)⊤,
q− = (2,−1)⊤を取れる。
1.(ii)特性変数への対角化

P = (q+ q−) =

(

2 2

1 −1

)

, P−1 =

(

1/4 1/2

1/4 −1/2

)

.

s = P−1uによって
∂s+

∂t
+ 2

∂s+

∂x
= 0,

∂s−

∂t
− 2

∂s−

∂x
= 0.

1.(iii) Gaussian初期条件の解と t = 1の概形
u1(x, 0) = e−x2、u2(x, 0) = 0から s+(x, 0) = s−(x, 0) =

1
4e

−x2。それぞれ速度 +2,−2で移流するので
s+(x, t) =

1
4e

−(x−2t)2 , s−(x, t) =
1
4e

−(x+2t)2 .

元の変数に戻して

u1(x, t) =
1
2

[

e−(x−2t)2 + e−(x+2t)2
]

,

u2(x, t) =
1
4

[

e−(x−2t)2 − e−(x+2t)2
]

.

t = 1で u1は x = ±2付近に左右対称な二峰を持つ。u2は奇関数で x ≃ 2に正の峰、x ≃ −2に負の谷があり、x = 0で 0。
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4 2 0 2 4
x

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
u1

(x
,1

)

4 2 0 2 4
x

0.2

0.1

0.0

0.1

0.2

u2
(x
,1

)

図：t = 1における u1(x, 1)（左）と u2(x, 1)（右）。

2. 連立拡散方程式の解
原題の系は

∂f

∂t
+M

∂2f

∂x2
= 0, M =

(

1 −6

1 −4

)

, f =

(

f1

f2

)

.

K = −M =
(

−1 6
−1 4

) とすれば ft = Kfxx。K の固有値は 1, 2 で、対応する固有ベクトルは
r1 = (3, 1)⊤, r2 = (2, 1)⊤。初期条件 f(x, 0) = (e−x2

, 0)⊤を
f(x, 0) = e−x2

(r1 − r2)

と展開する。各成分は拡散係数 D = 1, 2の熱方程式に従う。Gaussian初期条件に対する拡散解
hD(x, t) =

1√
1 + 4Dt

exp
[

− x2

1 + 4Dt

]

を使えば
f1(x, t) = 3h1(x, t)− 2h2(x, t), f2(x, t) = h1(x, t)− h2(x, t).

実際、∂thD = D∂2
xhD かつ hD(x, 0) = e−x2。よって指定の連立方程式と両初期条件を満たす。
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原題：2011年度（平成 23年度）
下の 3ページは原本「H23math.pdf」の第 3–5ページです（第 1問、第 2問）。
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2011年度　第 1問　反交換行列と固有空間
問題の設定 A,B ∈ Mn(C)は A2 = B2 = I , AB +BA = 0を満たす。C = −iAB, D = A+ iB と定義する。
(1) Aの固有値
A2 = I より固有値 λは λ2 = 1を満たし、λ = ±1である。最小多項式は相異なる一次因子に分解するので Aは対角化可能である。また BAB = −A（B−1 = B）であるため、+1と −1の固有空間は B によって同型に写される。したがって nは偶数で、両符号の固有値がそれぞれ n/2個現れる。
(2) C2および反交換関係

(AB)2 = ABAB = −A2B2 = −I,

C2 = (−i)2(AB)2 = I.

また
BC + CB = −i(BAB +AB2) = −i(−A+A) = 0,

CA+AC = −i(ABA+A2B) = −i(−B +B) = 0.

(3) D2 = 0と D ̸= 0

D2 = A2 + i(AB +BA) + i2B2 = I − I = 0.

もし D = 0なら A = −iB であり A2 = −B2 = −I となって矛盾する。よって D ̸= 0。
(4)(i) p, qは C の固有ベクトル
D ̸= 0なので p = Dr ̸= 0とでき、Dp = D2r = 0。したがって

(A+ iB)p = 0 =⇒ Bp = iAp.

これから
Cp = −iABp = −iA(iAp) = p.

q = (A− iB)p/2と置いたので q = Ap ̸= 0である。CA = −AC を用いると
Cq = CAp = −ACp = −Ap = −q.

Cp = p, Cq = −q。固有値は pに対して +1、qに対して −1。

(4)(ii) p, qの線形独立性
αp+ βq = 0と仮定する。C を作用させて αp− βq = 0。加減算すれば 2αp = 2βq = 0。両者非零だから α = β = 0。
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(5) n = 2の場合の表示
P = (p q)は正則で、上で得た作用から

P−1CP =

(

1 0

0 −1

)

, Ap = q, Aq = p, Bp = iq, Bq = −ip.

従って
P−1AP =

(

0 1

1 0

)

= σ1,

P−1BP =

(

0 −i
i 0

)

= σ2,

P−1(A+ iB)P =

(

0 2

0 0

)

,

P−1(A− iB)P =

(

0 0

2 0

)

.

(6)具体例
A = σ1 =

(

0 1

1 0

)

, B = σ2 =

(

0 −i
i 0

)

, C = σ3 =

(

1 0

0 −1

)

.

AB = iσ3を直接確認すれば、C = −iAB = σ3となる。
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2011年度　第 2問　 Green関数と Poisson方程式
(1)(i)一次元の Dirichlet Green関数
原題は u′′(x) = −δ(x− y)、0 < y < 1、u(0) = u(1) = 0。x ̸= yでは u′′ = 0なので uは各区間で一次関数となる。u(0) = 0、u(1) = 0と x = y での連続性を課す。さらに微分方程式を y の前後で積分すると

u′(y + 0)− u′(y − 0) = −1.

この条件を解くと

G(x, y) = u(x) =







x(1− y), 0 ≤ x ≤ y,

y(1− x), y ≤ x ≤ 1.

(1)(ii) v′′ = ρの解
G′′(x, y) = −δ(x− y)なので、

v(x) = −
∫ 1

0
G(x, y)ρ(y) dy.

実際 v′′ = −
∫

G′′ρ = ρ。また G(0, y) = G(1, y) = 0から境界条件も満たす。
(2)(i)円板上の調和関数
z = x+iy、̄z = x−iyに対して znは正則、̄znは反正則である。∆ = 4∂z∂z̄を用いると∆(zn+z̄n) = 0。極座標 z = reiθ では

un(r, θ) = zn + z̄n = 2rn cos(nθ).

r = 1で un = 2 cos(nθ)（n = 0の場合も u0 = 2）。
(2)(ii)境界値 |θ|の調和拡張
−π ≤ θ ≤ πで偶関数 |θ|の Fourier余弦級数は

|θ| = π

2
− 4

π

∞
∑

m=0

cos((2m+ 1)θ)

(2m+ 1)2
.

各 cos(nθ)を調和関数 rn cos(nθ)に置き換えると

u(r, θ) =
π

2
− 4

π

∞
∑

m=0

r2m+1 cos((2m+ 1)θ)

(2m+ 1)2
, 0 ≤ r < 1.

r < 1で級数は項別微分でき ∆u = 0。境界値も r ↑ 1で指定の |θ|になる。
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(3) d ≥ 3次元の Poisson方程式
−∆u = δ(d)(x)、u → 0（|x| → ∞）を考える。回転対称な u = u(r)、r = |x|を探すと r > 0では

u′′(r) +
d− 1

r
u′(r) = 0 =⇒ u(r) = a+ br2−d.

無限遠の条件から a = 0。原点を含む半径 Rの球で積分し Gaussの定理を使うと
1 = −

∫

BR

∆u ddx = −
∫

∂BR

∇u · n dS = −(2− d)b Sd−1,

Sd−1 = 2πd/2/Γ(d/2)は単位 (d− 1)球面の面積。従って

u(x) =
Γ(d/2)

2(d− 2)πd/2
|x|2−d (d ≥ 3).

d = 3で u = 1/(4πr)に一致する。式は原点で特異だが、分布として問題の Poisson方程式を満たす。
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東京大学大学院 物理学専攻｜院試数学 解答集 第 6巻・2009 – 2010

3 2010年度 第 1問｜最急降下法の厳密収束評価
A は実対称正定値、x = A−1b とする。ユークリッドノルム ‖y‖2 = yTy、A ノルム ‖y‖2A = yTAy

を使う。

(i) 解と二次形式の最小値

f(x) =
1

2
xTAx− bTx, ∇f = Ax− b.

∇f = 0 の一意解は Ax = b。さらに平方完成で
f(x)− f(x) =

1

2
(x− x)TA(x− x) ≥ 0.

等号は x = x の場合のみ。

(ii) 残差の表現
反勾配方向 r = −∇f(x(m)) をとると

r = b−Ax(m) = −A(x(m) − x).

(iii) f を最も減少させる刻み幅
r 6= 0 と仮定し、x(m+1) = x(m) + αr とする。展開すれば

f(x+ αr) = f(x)− α‖r‖2 + α2

2
‖r‖2A.

α に関して微分し零とおくと、
α∗ =

‖r‖2
‖r‖2A

が唯一の最小値を与える。r = 0 なら既に厳密解であり停止する。

(iv) A ノルムで測った誤差の変化
δ = x(m) − x とする。Aδ = −r より

‖δ + α∗r‖2A = ‖δ‖2A + 2α∗δ
TAr + α2

∗‖r‖2A
= ‖δ‖2A − 2α∗‖r‖2 + α2

∗‖r‖2A.

したがって
‖δ(m+1)‖A =

√
‖δ(m)‖2A − ‖r‖4

‖r‖2A
.

正定値性により平方根の内部は非負である。
11
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(v) 固有値・固有ベクトルによる収束比
規格直交固有ベクトル ai、Aai = λiai について

δ(m) =

n∑

i=1

ρiai, r = −
n∑

i=1

λiρiai.

よって
‖δ(m)‖2A =

∑

i

λiρ
2
i , ‖r‖2 =

∑

i

λ2
i ρ

2
i , ‖r‖2A =

∑

i

λ3
i ρ

2
i .

設問 (iv)から、ゼロでない誤差に対して

R =
‖δ(m+1)‖A
‖δ(m)‖A

=

√

1− (
∑

i λ
2
i ρ

2
i )

2

(
∑

i λiρ
2
i ) (
∑

i λ
3
i ρ

2
i )
.

(vi) 2次正定値行列での収束率上界
0 < m ≤ M を固有値の最小・最大値とし p = m/M ∈ (0, 1] とおく。重み

wi =
λiρ

2
i∑

j λjρ
2
j

,
∑

i

wi = 1

を定義すれば、z =
∑

iwiλi とおいて
R2 = 1− z2∑

iwiλ
2
i

.

区間 [m,M ] 上では (λ−m)(λ−M) ≤ 0、すなわち λ2 ≤ (m+M)λ−mM。ゆえに
R2 ≤ 1− z2

(m+M)z −mM
.

z ∈ [m,M ] に関し右辺を最大化する。分母は正で、微分すると最大点は z = 2mM/(m +M)。した
がって

R2 ≤ 1− 4mM

(m+M)2
=

(M −m)2

(M +m)2
.

0 ≤ R ≤ M −m

M +m
=

1− p

1 + p
< 1 (0 < p ≤ 1).

従って ‖δ(m)‖A ≤ [(1 − p)/(1 + p)]m‖δ(0)‖A → 0。任意の初期ベクトルから厳密解に収束する。
p = 1 なら R = 0、1ステップで解に到達する。
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4 2010年度 第 2問｜ 1次元波動方程式
考える偏微分方程式は

1

v2
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0, v > 0, x, t ∈ R.

(i) 特性座標での表現
ξ = x+ vt, η = x− vt とおくと

∂t = v(∂ξ − ∂η), ∂x = ∂ξ + ∂η.

ゆえに
1

v2
∂2
t − ∂2

x = (∂ξ − ∂η)
2 − (∂ξ + ∂η)

2 = −4∂ξ∂η,

すなわち
∂ξ∂ηu = 0.

(ii) 波動方程式の一般解
前式を ξ, η について順次積分すると

u(ξ, η) = f(ξ) + g(η), よって u(x, t) = f(x+ vt) + g(x− vt).

f は左向き、g は右向きへ速さ v で伝わる。

(iii) 積分量 I の保存
問題文の

I(t) =
1

2

∫ ∞

−∞

[
u2
t

v2
+ u2

x

]
dx

を考える。一般解から ut = v(f ′ − g′)、ux = f ′ + g′ なので
1

2

[
u2
t

v2
+ u2

x

]
=

1

2

[
(f ′ − g′)2 + (f ′ + g′)2

]
= f ′2 + g′2.

従って
I(t) =

∫ ∞

−∞

f ′(x+ vt)2dx+

∫ ∞

−∞

g′(x− vt)2dx.

I が有限なら各項は可積分であり、積分変数の平行移動により
I(t) =

∫ ∞

−∞

(
f ′(y)2 + g′(y)2

)
dy = 一定.

この証明は境界での積の極限を仮定せず、原題の有限エネルギー条件を直接利用している。
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(iv) 初期値から解を求める（d’Alembert公式）
u(x, 0) = u0(x)、ut(x, 0) = u1(x) とする。一般解から

f(x) + g(x) = u0(x), v[f ′(x)− g′(x)] = u1(x).

これらを解いて
u(x, t) =

u0(x+ vt) + u0(x− vt)

2
+

1

2v

∫ x+vt

x−vt

u1(y)dy.

t < 0 に対しても向き付き積分として有効である。

14
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(v) Lorentz型初期速度に対する厳密解
原題の初期条件は

u0(x) = 0, u1(x) =
v2

π

b

(x− a)2 + b2
, a, b > 0.

設問 (iv)へ代入すると
u(x, t) =

v

2π

∫ x+vt

x−vt

b

(y − a)2 + b2
dy

=
v

2π

[
arctan x+ vt− a

b
− arctan x− vt− a

b

]
(t > 0).

t > 0 では 2つの逆正接の引数の大小関係から u(x, t) ≥ 0 も分かる。

(vi) b → 0+ の極限とグラフ
b > 0 について limb→0+ arctan(z/b) = (π/2) sgn(z)（z 6= 0）。よって、t > 0 を固定した極限は

lim
b→0+

u(x, t) =





v

2
, a− vt < x < a+ vt,

v

4
, x = a− vt または x = a+ vt,

0, x < a− vt または x > a+ vt.

x

u(x, t)

v/2

a− vt a+ vt

u = v/2

v/4

t > 0 を固定した極限形：幅 2vt の矩形波
図の段差の上下は開円、境界の点値 v/4 は塗りつぶした点で示した。初期の局在速度が、左右へ速さ v

で広がる波を生じる。
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東京大学大学院 物理学専攻｜院試数学 解答集 第 6巻・2009 – 2010

1 2009年度 第 1問｜ 2次行列とスペクトル不等式
実変数 0 ≤ θ ≤ π/2 に対して c = cos θ, s = sin θ と略記する。問題の行列は

A =
1

4

(
c+ 3s

√
3(s− c)√

3(s− c) 3c+ s

)
.

1.(i) 固有値

TrA = c+ s, detA =
(c+ 3s)(3c+ s)− 3(s− c)2

16
= cs.

したがって特性方程式は
λ2 − (c+ s)λ+ cs = (λ− c)(λ− s) = 0.

答： λ1 = cos θ, λ2 = sin θ 。c = s の場合にも成り立つ。

1.(ii) f(θ) の最大・最小
A は実対称行列なので Tr(A3) = c3 + s3。ゆえに

f(θ) = (c+ s)3 − (c3 + s3) = 3cs(c+ s).

t = c+ s とおくと c2 + s2 = 1 より cs = (t2 − 1)/2、また 1 ≤ t ≤
√
2 である。したがって

f =
3

2
(t3 − t),

df
dt =

3

2
(3t2 − 1) > 0.

t が最大となる θ = π/4 で最大、θ = 0, π/2 で最小。

fmin = 0 (θ = 0, π/2), fmax =
3
√
2

2
(θ = π/4).

1.(iii) 行列 B の非可逆条件
A の固有値が c, s なので、p(x) = (x2 − c2)(x2 − s2) に対して p(A) = 0。具体的に

A4 − (c2 + s2)A2 + c2s2I = A4 −A2 + c2s2I = 0.

問題の定義 B = A4 −A2 +A+ (c2s2 − 1)I は
B = A− I

まで簡約される。固有値は c− 1, s− 1 であり、可逆でないのは c = 1 または s = 1、すなわち
θ = 0, π/2.
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1.(iv) B−1 を A の一次式で表す
0 < θ < π/2において d = (c−1)(s−1) > 0とする。2次行列X の公式X−1 = [(TrX)I−X]/detX

を X = A− I に適用すると
B−1 =

(c+ s− 1)I −A

(c− 1)(s− 1)
.

答： a1(θ) = − 1

(c− 1)(s− 1)
, a0(θ) =

c+ s− 1

(c− 1)(s− 1)
。

2.(i) 非負固有値のトレース不等式
X の固有値を λi ≥ 0 とすれば

(TrX)n =

(
N∑

i=1

λi

)n

=
N∑

i=1

λn
i +（非負の交差項）.

したがって任意の自然数 n に対して
(TrX)n ≥ Tr(Xn).

2.(ii) 等号成立条件
n ≥ 2 のとき、正の固有値が 2個以上あれば、例えば nλn−1

i λj > 0 という交差項が存在して不等号
は厳密になる。逆に、正の固有値が高々 1個なら交差項はすべて零。

等号成立 ⇐⇒ #{i : λi > 0} ≤ 1 ⇐⇒ rankX ≤ 1.

8
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2 2009年度 第 2問｜ 2準位系の時間発展
問題の方程式を f = (f1, f2)

T、
i
df
dt = H(t)f , H(t) =

(
a(t) b(t)
b(t) c(t)

)

と書く。a, b, c は実関数である。

1. ノルムの保存
H(t)† = H(t) であり、ḟ = −iHf、ḟ † = if †H より

d
dt(f

†f) = (if †H)f + f †(−iHf) = 0.

|f1(t)|2 + |f2(t)|2 = 一定 。正規化状態なら常に 1である。

2. 対角成分を除く位相変換
α(t) =

∫ t

0
a(t′)dt′、γ(t) =

∫ t

0
c(t′)dt′ として

f1 = e−iαf̃1, f2 = e−iγ f̃2.

最初の方程式に代入すると af̃1 が相殺され、
i
˙̃
f1 = b(t)ei(α−γ)f̃2, i

˙̃
f2 = b(t)e−i(α−γ)f̃1.

よって
b̃(t) = b(t) exp

(
i

∫ t

0

[a(t′)− c(t′)]dt′
)
.

下側の非対角成分は b̃(t)∗ である。

3. a = c = 0, b(t) = b0

H = b0σx（σ2
x = I）より

e−iHt = cos(b0t)I − i sin(b0t)σx.

従って
f1(t) = f1(0) cos(b0t)− if2(0) sin(b0t).

4. 時間依存の結合 b(t)

この場合、任意の時刻の Hamiltonianは H(t) = b(t)σx で互いに可換である。b が t → −∞ で積分
可能なら

Φ(t) =

∫ t

−∞

b(t′)dt′, U(t,−∞) = e−iΦ(t)σx .

9
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よって初期値 fj(−∞) に対し
f1(t) = f1(−∞) cosΦ(t)− if2(−∞) sinΦ(t).

5. b(t) = β cos(ωt)/(t2 + t20) の最終確率
β, ω, t0 > 0。標準積分は（例えば上半平面の留数計算で）

∫ ∞

−∞

eiωt

t2 + t20
dt = π

t0
e−ωt0 ,

なので総回転角は Φ∞ = βπe−ωt0/t0。初期状態 (1, 0)T から
f(+∞) =

(
cosΦ∞

−i sinΦ∞

)
.

|f1(+∞)|2 = cos2
(
πβ

t0
e−ωt0

)
, |f2(+∞)|2 = sin2

(
πβ

t0
e−ωt0

)
.

確率の和は 1であり、設問 1の保存則と一致する。
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東大理物｜院試数学 問題・詳解集 第 7巻・2007–2008年度

3 2008年度 第 1問｜ 3次元回転群と生成子
(i) 正誤判定（a）–（e）
R は原点を保つ 3次元の空間回転全体なので R = SO(3)。すなわち

SO(3) = {X ∈ M3(R) | XTX = I3, detX = 1}.

(a) 真。 X,Y ∈ SO(3) なら (XY )T(XY ) = Y TXTXY = I3、det(XY ) = 1。ゆえに XY ∈ R。
(b) 偽。 3次元回転は一般には可換でない。例として z 軸まわり 90◦ 回転 X と x 軸まわり 90◦ 回

転 Y をとると、XY ez = ex、Y Xez = −ey なので XY 6= Y X。
(c) 真。 X ∈ SO(3) は直交行列なので、定義から XTX = XXT = I3。
(d) 偽。 XTX = XXT = I3 のみでは detX = −1 があり得る。例：X = diag(−1, 1, 1) は鏡映で、

R に属さない。
(e) 真。 実直交行列 X は複素数体上で X†X = XX† = I3、すなわち正規行列。スペクトル定理に

より、あるユニタリ行列 U で U†XU は対角行列となる。
答 (a) ©, (b) ×, (c) ©, (d) ×, (e) © 。

(ii)-1. n = ez の回転行列の固有値

Ω(ez, θ) =





cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1



 .

ez は固有値 1を持ち、xy 平面上の 2次元回転部分の固有値は e±iθ。従って
SpecΩ(ez, θ) = {1, eiθ, e−iθ} .

(ii)-2. 任意の回転軸に対する固有値
任意の単位ベクトル n に対して Qez = n を満たす Q ∈ SO(3) が存在する。このとき

Ω(n, θ) = QΩ(ez, θ)Q
−1.

相似変換で固有値は不変なので、任意の回転軸に対しても
SpecΩ(n, θ) = {1, eiθ, e−iθ} .

(ii)-3. 無限小回転
回転軸上の成分 v‖ は変わらず、垂直成分 v⊥ は軸まわりに ∆θ だけ回る。従って

v(θ +∆θ) = v‖ + v⊥ cos∆θ + (n× v⊥) sin∆θ.

13
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cos∆θ = 1 +O(∆θ2), sin∆θ = ∆θ +O(∆θ3) を使い、n× v‖ = 0 より
v(θ +∆θ)− v(θ) = (n× v(θ))∆θ +O(∆θ2).

原題の等式はその一次近似である。

(ii)-4. 回転行列と行列指数関数
A(n)u = n× u と定義すれば、前問から

dv
dθ = A(n)v, v(0) = v0.

定数係数連立常微分方程式なので解は v(θ) = eθA(n)v0。この式が任意の初期ベクトル v0 について成
り立つことから

答 Ω(n, θ) = eθA(n) 。

さらに A(n)T = −A(n) であり、この A(n) は回転群の Lie代数 so(3) の元である。

(ii)-5. 歪対称行列からベクトルを復元
a = (a1, a2, a3)

T とすると
A(a) =





0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0



 .

原題の X = (xij)（xji = −xij）と比較し、

答 a0 = (−x23, x13, −x12)
T 。

(ii)-6. Y = eX が回転行列となること
実歪対称行列 XT = −X に対し

Y TY = eX
T
eX = e−XeX = I3.

従って Y は直交行列。また trX = 0 なので
detY = det(eX) = etr X = 1.

ここで det(eX) = etr X は一般の正方行列に成り立つ恒等式。従って

答 eX ∈ SO(3) = R 。

なお X = A(a0)、a0 6= 0 なら eX は単位軸 a0/|a0| のまわりに角度 |a0| だけ回す回転である。
14
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4 2008年度 第 2問｜ Hermite多項式と母関数
原題の定義は

fn(x) = ex
2 dn

dxn
e−x2

(n = 0, 1, 2, . . .).

通常の物理学者の Hermite多項式との関係は fn = (−1)nHn である。

(i) fn(x) の次数と最高次係数
gn(x) を dn

dxn
e−x2

= gn(x)e
−x2 とすると、積の微分から

g0(x) = 1, gn+1(x) = g′n(x)− 2xgn(x).

gn が次数 n、最高次係数 (−2)n なら、−2xgn が次数 n+1 で最高次係数 (−2)n+1 を与え、g′n は高々
次数 n− 1。従って帰納法より
答 fn は次数 n の多項式、最高次係数 (−2)n 。

実際 f0 = 1, f1 = −2x, f2 = 4x2 − 2。

(ii) n > 1 に対する一次モーメント
∫ ∞

−∞

xfn(x)e
−x2

dx =

∫ ∞

−∞

x
dn

dxn
e−x2

dx.

Gaussianとその導関数は無限遠で任意の多項式より速く減衰するため、部分積分の境界項は消える。n

回移項させると
= (−1)n

∫ ∞

−∞

dnx

dxn
e−x2

dx = 0 (n > 1).

答 0 。

(iii) n 次モーメント
同様に n 回部分積分すれば

∫ ∞

−∞

xnfn(x)e
−x2

dx = (−1)n
∫ ∞

−∞

dnxn

dxn
e−x2

dx

= (−1)nn!

∫ ∞

−∞

e−x2

dx = (−1)nn!
√
π .

n = 0 の場合も √
π となり成立する。

15
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(iv) Cauchy積分公式から母関数を導く
原題で与えられた e−z2 の Cauchy積分表示を n 回微分すると

dn

dzn e
−z2

=
n!

2πi

∮

C

e−ω2

(ω − z)n+1
dω.

従って |t| < 1（原題の円の半径 1）なら |t/(ω − z)| < 1 が一様に成立し、級数と積分の交換ができる。
∞
∑

n=0

tn

n!
fn(z) =

ez
2

2πi

∮

C

e−ω2

ω − z

∞
∑

n=0

(

t

ω − z

)n

dω

=
ez

2

2πi

∮

C

e−ω2

ω − z − t
dω.

|t| < 1 なら z + t は円の内部にあるので、再び Cauchyの積分公式から
∞
∑

n=0

tn

n!
fn(z) = ez

2

e−(z+t)2 = e−t2−2zt .

補足 この等式は両辺とも t の整関数であることから任意の t ∈ C に延長できるが、設問は |t| < 1 の
証明で十分である。

(v) Hermite微分方程式と λ

母関数を G(z, t) = e−t2−2zt =
∑

n≥0 fn(z)t
n/n! とする。直接微分すると

Gz = −2tG, Gzz = 4t2G, Gt = (−2t− 2z)G.

従って
Gzz − 2zGz = 4t2G+ 4ztG = −2tGt.

両辺を t の冪級数として比較すると
∑

n≥0

tn

n!

(

f ′′
n − 2zf ′

n

)

= −2
∑

n≥0

ntn

n!
fn.

よって各 n について
f ′′
n (z)− 2zf ′

n(z) + 2nfn(z) = 0 .

原題の f ′′
n − 2zf ′

n + λfn = 0 と比較して
答 λ = 2n 。

検算・参考事項
• 2007 年度の Gauss積分は I ′(p) = −2pI(p) と I(0) =

√
π からも検算可能。

• 2008 年度の SO(3) では「直交行列」と「det = 1 の直交行列」を区別することが重要。
• Hermite多項式の符号は定義次第で変わる。原題の fn は f1 = −2x である。
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1 2007年度 第 1問｜回転行列と Vandermonde行列式
前半の行列を

B =

(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

, A =

(

0 −θ

θ 0

)

とする。θ ∈ R である。

1. 行列 B が直交行列であること
c = cos θ, s = sin θ と置くと、

BTB =

(

c s

−s c

)(

c −s

s c

)

=

(

c2 + s2 0
0 c2 + s2

)

= I2.

従って B−1 = BT。さらに detB = c2 + s2 = 1 であり、鏡映を含まない回転行列である。

答 BTB = I2 。

2. 行列指数の収束と eA = B

任意の正方行列 A に対し、劣乗法的な行列ノルムをとれば
∞
∑

m=0

∥

∥

∥

∥

Am

m!

∥

∥

∥

∥

≤
∞
∑

m=0

‖A‖m
m!

= e‖A‖ < ∞.

よって eA は絶対収束して定義できる。ここで
J =

(

0 −1
1 0

)

, J2 = −I2, A = θJ.

偶数項と奇数項をまとめると
eA =

∞
∑

k=0

(−1)kθ2k

(2k)!
I2 +

∞
∑

k=0

(−1)kθ2k+1

(2k + 1)!
J

= cos θ I2 + sin θ J =

(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

= B.

答 eA = B 。

3. 行列 B の対角化
B の固有方程式は

det(B − λI2) = (c− λ)2 + s2 = λ2 − 2cλ+ 1 = 0.

従って固有値は λ+ = eiθ, λ− = e−iθ。それぞれに対応する規格化固有ベクトルを
v+ =

1√
2

(

1

−i

)

, v− =
1√
2

(

1

i

)

9
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ととれる。U = (v+, v−) はユニタリ行列で、
U †BU =

(

eiθ 0
0 e−iθ

)

, U =
1√
2

(

1 1
−i i

)

.

sin θ = 0 の場合には固有値が重複するが B = ±I2 であり、上の表示はなお成立する。

4. Vandermonde行列式の公式
n 次の行列 Cn = (xi−1

j )1≤i,j≤n の行列式を Dn とする。Dn を変数 xn の多項式と見る。もし
xn = xj（j < n）なら第 n列と第 j 列が一致するので Dn = 0。従って

Dn = K(x1, . . . , xn−1)

n−1
∏

j=1

(xn − xj).

xn の最高次係数は最終行・最終列による余因子展開から Dn−1 に等しい。よって K = Dn−1。D1 = 1

から帰納法により
detCn =

∏

1≤i<j≤n

(xj − xi).

符号は、n = 2 で det
(

1 1
x1 x2

)

= x2 − x1 と一致する。

5. Vandermonde行列の正則条件
前問の積が非零であることと、どの二つの xi, xj も一致しないことは同値。
答 C が正則 ⇐⇒ xi 6= xj (i 6= j) 。

10
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2 2007年度 第 2問｜正則関数・調和関数・複素積分
原題の条件は

ux = vy, uy = −vx (CR)

である。添字は偏微分を表す。

1. u, v が Laplace方程式を満たすこと
混合微分が交換できることを用いて

uxx + uyy = (vy)x + (−vx)y = vyx − vxy = 0.

同様に
vxx + vyy = (−uy)x + (ux)y = −uyx + uxy = 0.

答 ∆u = 0, ∆v = 0 。

2. 閉曲線上の二つの線積分
xy 平面に Stokes（Green）の定理を適用する。第一の積分はベクトル場 (P,Q) = (u,−v) に対し

∮

C

(u dx− v dy) =
∫∫

S

(

∂(−v)

∂x
− ∂u

∂y

)

dxdy =

∫∫

S

(−vx − uy)dxdy = 0.

第二の積分は (P,Q) = (v, u) として
∮

C

(v dx+ u dy) =
∫∫

S

(ux − vy)dxdy = 0.

両方とも (CR)により被積分関数が零である。

3. 正則関数の閉曲線積分
z = x+ iy, f(z) = u(x, y) + iv(x, y) とおけば、

f(z) dz = (u+ iv)(dx+ i dy) = (u dx− v dy) + i(v dx+ u dy).

実部・虚部の線積分はともに第 2問で零。従って

答
∮

C

f(z) dz = 0 。

4. f(z) = e−z2 の実部と虚部・(CR)の確認
z = x+ iy に対して −z2 = −x2 + y2 − 2ixy。よって

u(x, y) = e−x2+y2

cos(2xy), v(x, y) = −e−x2+y2

sin(2xy).

11
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E = e−x2+y2 , c = cos(2xy), s = sin(2xy) とおくと
ux = E(−2xc− 2ys), vy = E(−2xc− 2ys),

uy = E(2yc− 2xs), −vx = E(2yc− 2xs).

従って (CR)が直接確かめられる。もちろん指数関数が整関数であることからも従う。

5. Gaussianの Fourier積分
求める積分を I(p) と書く：

I(p) =

∫ ∞

−∞

e−x2

cos(2px) dx, p ∈ R.

被積分関数の奇部分が消えるので
I(p) =

∫ ∞

−∞

e−x2

e2ipx dx = e−p2

∫ ∞

−∞

e−(x−ip)2 dx.

f(z) = e−z2 は整関数である。実軸と Im z = −p の水平線を長方形でつなぎ、第 3問の閉曲線積分零
を用いる。幅 2R の縦辺について、|y| ≤ |p| なら

|e−(±R+iy)2 | = e−R2+y2 ≤ e−R2+p2

であるから、縦辺の寄与は R → ∞ で消える。よって積分経路を水平に移動でき、
∫ ∞

−∞

e−(x−ip)2 dx =

∫ ∞

−∞

e−x2

dx =
√
π.

答
∫ ∞

−∞

e−x2

cos(2px) dx =
√
π e−p2 。

別解（検算） 微分と部分積分から
I ′(p) = −2

∫

xe−x2

sin(2px) dx = −2pI(p), I(0) =
√
π,

なので、同じ結果を得る。

12
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3 2006 年度第 1 問：スペクトル分解と行列関数
原題の記法に従い、A = A† は Hermite 行列で、(ua,ua′) = δaa′ を満たす正規直交固有ベクトルを持つ。射影行列を P (a) = uau

†
a とする。

3.1 （i）射影行列の積

P (a)P (a′) = ua(u
†
aua′)u

†
a′ = δaa′uau

†
a′

= δaa′P (a) .

特に P (a)2 = P (a)、P (a)† = P (a) であり、直交射影行列である。

3.2 （ii）射影されたベクトルは固有ベクトル
Aua = aua より

AP (a)x = Aua(u
†
ax) = aP (a)x.

よって P (a)x 6= 0 のとき
A[P (a)x] = a[P (a)x]

が成立する。

3.3 （iii）Hermite 行列のスペクトル分解
固有ベクトルが完全系であるから

I =
∑

a

uau
†
a =

∑

a

P (a).

任意の x について
Ax =

∑

a

AP (a)x =
∑

a

aP (a)x.

従って行列として
A =

∑

a

aP (a) .

3.4 （iv）関数演算 f(A) の固有値
定義 f(A) =

∑

a f(a)P (a) を作用させると
f(A)ub =

∑

a

f(a)P (a)ub = f(b)ub.

従って同じ固有ベクトル ub に対応する固有値は f(b) である。異なる b で f(b) が等しくなっ
た場合には、f(A) で縮退が起こり得る。

11
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3.5 （v）指数行列による最小固有値の抽出
最小固有値を a0 とし、P (a0)x 6= 0 とする。x =

∑

a P (a)x に対し
e−At

x =
∑

a

e−at
P (a)x = e−a0t

[

P (a0)x+
∑

a>a0

e−(a−a0)t
P (a)x

]

.

従って t → ∞ で括弧内は P (a0)x に収束する。正の全体係数 e−a0t は正規化で消えるので
v =

P (a0)x

‖P (a0)x‖
, Av = a0v.

最小固有値に縮退があっても、P (a0) をその固有空間全体への射影と読めば同じ結論になる。

12
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4 2006 年度第 2 問：変分法と回転極小曲面
汎関数 S[y] =

∫ x1

x0
F (y, y′)dx に対し、原題の固定端点条件 δy(x0) = δy(x1) = 0 を用いる。

4.1 （i）Euler–Lagrange 方程式
変分 y 7→ y + εη に対し

δS =

∫ x1

x0

(

Fyη + Fy′η
′
)

dx

=
[

Fy′η
]x1

x0

+

∫ x1

x0

(

Fy −
d
dxFy′

)

η dx.

端点項はゼロであり、任意の η に対する停留条件から
d
dx

(

∂F

∂y′

)

− ∂F

∂y
= 0

を得る。

4.2 （ii）第一積分（Beltrami の恒等式）
F は x に陽に依存しないから

d
dx(F − y′Fy′) = Fyy

′ + Fy′y
′′ − y′′Fy′ − y′

d
dxFy′ = y′

(

Fy −
d
dxFy′

)

= 0.

従って
F − y′

∂F

∂y′
= C

である。

4.3 （iii）回転面の面積汎関数
曲線上の微小線素は ds =

√

1 + y′2 dx であり、回転半径は y(x) > 0 だから、微小面積は
dA = 2πy ds となる。したがって

S[y] = 2π

∫ x1

x0

y(x)
√

1 + [y′(x)]2 dx , F (y, y′) = 2πy
√

1 + y′2.

4.4 （iv）表面積の停留条件
上の F で

∂F

∂y
= 2π

√

1 + y′2,
∂F

∂y′
=

2πyy′
√

1 + y′2
.

従って Euler–Lagrange 方程式は
d
dx

(

yy′
√

1 + y′2

)

−
√

1 + y′2 = 0, ⇐⇒ yy′′ = 1 + y′2 .

13
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第一積分の方を用いると、定数 a > 0 で
y

√

1 + y′2
= a .

これは上の 2 階方程式を積分した形である。

4.5 （v）懸垂線型の解と境界条件
y/
√

1 + y′2 = a から y′2 = (y/a)2 − 1。積分すれば
arcosh(y/a) = ±x− b

a

となるので、停留曲線の一般形は
y(x) = acosh

(

x− b

a

)

, a > 0, b ∈ R.

原題の固定端点条件から定数 a, b は
y0 = acosh((x0 − b)/a), y1 = acosh((x1 − b)/a)

を満たすように決める。回転させた曲面は懸垂面（catenoid）である。
存在・安定性に関する注意：この二つの境界方程式が常に解けるとは限らない。また解けて
も、第一変分がゼロであるということだけから大域的最小面積とは結論できない。第 2 変分や
他の許容曲面との比較が必要となる。設問（v）への答えは停留解の導出と境界条件までであり、
その先の安定性は問題設定だけでは決まらない。
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解答編
記法： AT は転置、A† は共役転置、∇ は勾配、δ は Dirac デルタ分布を表す。各節では原題に
従って番号を付した。

1 2005 年度第 1 問：線形代数と勾配流
1.1 （1）ユニタリ行列と正規直交系
U = (u1, . . . ,un) と書けば、ユニタリ性は U †U = In である。この (i, j) 成分は

(U †U)ij = u
†
iuj =

n
∑

k=1

(ui)k(uj)k.

したがって
u
†
iuj = δij

であり、各列ベクトルのノルムは 1、異なる列は直交する。列が n 個あるので C
n の正規直交

基底でもある。

1.2 （2）二次形式の直交対角化
原題の二次形式を ϕ(x) = x

TAx とおくと

A =







4 −1 −1

−1 2 1

−1 1 2






.

特性多項式を求めると
det(λI −A) = (λ− 1)(λ− 2)(λ− 5).

対応する正規直交固有ベクトルの一組は

p1 =
1√
2







0

1

−1






, p2 =

1√
3







1

1

1






, p3 =

1√
6







−2

1

1






.

よって
P = (p1 p2 p3), PTAP = diag(1, 2, 5) .

x = Py とすれば
ϕ = y21 + 2y22 + 5y23 .

固有ベクトルの符号、順序は一意ではない。上記は一つの正しい選択である。
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1.3 （3）線形方程式の勾配流表示
A は実対称なので、スカラー関数

Φ(x) = −1

2
x

TAx

の勾配は
∇xΦ = −1

2(A+AT)x = −Ax.

従って原題の dx/dt = Ax は
dx
dt = −∇xΦ(x)

と表される。

1.4 （4）Lyapunov 関数と原点への漸近収束
任意の解軌道について連鎖律より

d
dtΦ(x(t)) = ∇Φ · ẋ = −‖∇Φ‖2 = −‖Ax‖2 ≤ 0.

次に、Φ(x) > 0 がすべての x 6= 0 に対し成立するとする。このとき −A は正定値であり、対称
行列 A の固有値はすべて負である。A = Qdiag(λ1, . . . , λn)Q

T と直交対角化すると
x(t) = Qdiag(eλ1t

, . . . ,eλnt
)QT

x(0).

全ての λj < 0 だから、t → ∞ において
x(t) −→ 0.

注意：これは（2）の具体的な正定値行列 A について原点収束を主張するものではない。（3）–
（4）では一般の実対称行列 A を考えており、（4）の追加仮定 Φ > 0 の下で収束が成立する。
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2 2005 年度第 2 問：Ornstein–Uhlenbeck 型の拡散
出題された方程式は

∂f

∂t
=

∂

∂x
(xf) +D

∂2f

∂x2
, D > 0. (2005-2)

これは、ドリフト速度 −x と拡散係数 D を持つ Fokker–Planck 方程式である。

2.1 （1）全質量の保存
I(t) =

∫∞

−∞
f(x, t)dx に対し、仮定された十分速い減衰を用いて

dI
dt =

∫ ∞

−∞

[

∂

∂x
(xf) +D

∂2f

∂x2

]

dx

=

[

xf +D
∂f

∂x

]∞

−∞

= 0.

すなわち I(t) = I(0) である。

2.2 （2）定常 Gaussian の幅
与えられた密度

g(x, σ) =
1√
2π σ

exp
(

− x2

2σ2

)

の微分は
gx = − x

σ2
g, xg +Dgx = xg

(

1− D

σ2

)

.

正規化可能な定常状態では確率流 −(xg+Dgx) が無限遠でゼロになる。従って xg+Dgx = 0 と
なるためには

σ2 = D, σ =
√
D

である。

2.3 （3）Gaussian 解の中心と分散の運動方程式
u = x−X(t) と置き、

f(x, t) =
1√

2π σ(t)
exp

[

− u2

2σ2(t)

]

を代入する。対数微分は
ft

f
= − σ̇

σ
+

uẊ

σ2
+

u2σ̇

σ3
,

fx

f
= − u

σ2
,

fxx

f
=

u2

σ4
− 1

σ2
.

原方程式右辺を f で割ると
1− (u+X)u

σ2
+D

(

u2

σ4
− 1

σ2

)

.

9
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u の 1 次係数と 2 次係数を比較して
Ẋ = −X, σ̇ =

D

σ
− σ

を得る。同値な分散の方程式は
d
dtσ

2 = 2(D − σ2) .

従って一般に
X(t) = X0e

−t
, σ2(t) = D + (σ2

0 −D)e−2t
.

2.4 （4）デルタ初期条件からの解と定常状態への収束
f(x, 0) = δ(x− 1)を幅ゼロの Gaussianの極限と考えれば X0 = 1, σ2

0 = 0である。従って t > 0

に対し

f(x, t) =

exp
[

− (x− e−t
)2

2D(1− e−2t
)

]

√

2πD(1− e−2t
)

.

t ↓ 0 でこれは分布の意味で δ(x− 1) に収束する。また
X(t) → 0, σ2(t) → D (t → ∞),

より、密度は定常分布
f∞(x) =

1√
2πD

exp
(

− x2

2D

)

へ収束する。
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3 2004年度第 1問｜多項式の線形写像
設定 V = {p ∈ R[x] : deg p ≤ 2}、

(Fp)(x) = p(ax+ b), a 6= 1. (27)

なお a = 0,−1は問題の仮定から除外されない。
3.1 (1)具体的な多項式の像
xを ax+ bで置換して展開すれば

F (x2 + x+ 1) = (ax+ b)2 + (ax+ b) + 1 = a2x2 + a(2b+ 1)x+ b2 + b+ 1 . (28)

3.2 (2)基底 (1, x, x2)での表現行列
F (1) = 1, F (x) = b+ ax, F (x2) = b2 + 2abx+ a2x2. (29)

像の係数を列に並べ、
M =





1 b b2

0 a 2ab

0 0 a2



 . (30)

3.3 (3)固有値と固有多項式
M は上三角行列なので固有値は

{1, a, a2} （重複する場合を含む）. (31)

一次写像 x 7→ ax+ bの不動点は
s =

b

1− a
, as+ b = s. (32)

q = x− sとすると F (q) = aq。したがって
p0(x) = 1, p1(x) = x− s, p2(x) = (x− s)2 (33)

はそれぞれ 1, a, a2 に属する固有多項式であり、これらは任意の a 6= 1で V の基底をなす。a = −1のとき
1 = a2、a = 0のとき a = a2 = 0と固有値が重複するが、依然としてこの基底によって対角化できる。
3.4 (4) xへの k 回作用
x = s+ (x− s)と分解すれば、F k(1) = 1, F k(x− s) = ak(x− s)より

F k(x) = s+ ak(x− s) = akx+
b(1− ak)

1− a
, k = 0, 1, 2, . . . . (34)

ここで a0 = 1と定める（a = 0, k = 0を含む）。
3.5 (5) x2 への k 回作用
x2 = [s+ (x− s)]2 の固有多項式への分解を使うと

F k(x2) = s2 + 2s ak(x− s) + a2k(x− s)2 . (35)

同値な形として
F k(x2) =

[

akx+
b(1− ak)

1− a

]2

. (36)

確かに F kp(x) = p
(

s+ ak(x− s)
)が任意の p ∈ V について成り立つので、両表式は一致する。

学習の要点
行列M を機械的に累乗するより、写像の不動点 sに座標原点を移すと対角形がただちに得られる。物理では線形変換の反復や繰り込み変換の理解にも通じる考え方である。
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4 2004年度第 2問｜熱方程式と誤差関数
設定 a > 0とし、実数 kと時刻 t ≥ 0を考える。

ut = a2uxx, u(x, 0) = f(x). (37)

4.1 (1)平面波の時間因子
uk = eikx+iωt を代入すると

iωuk = −a2k2uk ⇒ ω = ia2k2. (38)

従って uk = eikx−a2k2t。t > 0では高波数ほど速く減衰する。
4.2 (2) Fourier振幅 Ak

解を u(x, t) =
∫

∞

−∞
Ake

ikx−a2k2tdkとすると、t = 0で
f(x) =

∫

∞

−∞

Ake
ikxdk. (39)

Fourier逆変換の規約により
Ak =

1

2π

∫

∞

−∞

f(y)e−ikydy. (40)

ここは原題の k積分に 2π因子が付いていないことに注意する。
4.3 (3) Gaussianの Fourier積分
平方完成（または既知の Gaussian積分の Fourier変換）で、t > 0について

∫

∞

−∞

eiky−a2k2tdk =

√
π

a
√
t
exp

(

− y2

4a2t

)

. (41)

a > 0なので平方根の枝は正値とする。
4.4 (4)任意の初期値の解
(2)を解の Fourier積分に代入し、十分な可積分性のある f について積分順序を交換する。内側の k 積分を
(3)によって評価すると

u(x, t) =
1√

4πa2t

∫

∞

−∞

exp
[

− (x− y)2

4a2t

]

f(y)dy, t > 0. (42)

これが熱核 Kt(x − y)による畳み込み表示である。初期時刻 t ↓ 0では Kt はデルタ関数の近似単位をなす。従って f が連続な点では u(x, t) → f(x)であり、跳躍点では左右極限の平均に近づく。
4.5 (5)区間状の初期値
f(y) = U（|y| ≤ L）、それ以外で 0の場合

u(x, t) =
U√
4πa2t

∫ L

−L

exp
[

− (x− y)2

4a2t

]

dy. (43)

s = (y − x)/(2a
√
t)と置いて積分すると

u(x, t) =
U

2

[

erf
(

L− x

2a
√
t

)

+ erf
(

L+ x

2a
√
t

)]

, t > 0. (44)

t ↓ 0で |x| < Lなら u → U、|x| > Lなら u → 0。境界 x = ±Lでは u → U/2となる。原題の初期値は境界にも U と指定するが、熱核による弱い（または Lp）初期値実現では、単一の点の値は解に影響しない。この境界での微妙な相違も区別しておく。
学習の要点
熱方程式を Fourier空間で常微分方程式にし、Gaussian核で実空間へ戻す流れは、拡散・確率過程・統計物理に共通する。係数と 2πの規約を取り違えないことが重要である。
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1 2003年度第 1問｜外積と 3次元の回転
設定 v = (2, 1,−1)Tとし、

dx
dt

= v × x (1)

を考える。
1.1 (1)行列表現
v × (x, y, z)T = (y + z,−x− 2z,−x+ 2y)Tである。したがって、

A =





0 1 1

−1 0 −2

−1 2 0



 , ẋ = Ax. (2)

AT = −Aは実反対称行列である。ゆえに d(xT
x)/dt = x

T(AT +A)x = 0、すなわち原点からの距離は不変である。
1.2 (2)所定の正規直交基底
vの長さは λ =

√
4 + 1 + 1 =

√
6。第 1成分が 0という条件から

e1 =
1√
2





0

1

1



 , e2 =
1√
3





1

−1

1



 , e3 =
1√
6





2

1

−1



 , λ =
√
6 . (3)

実際に v · e1 = 0であり、直接計算すると
v × e1 =

√
6 e2, v × e2 = −

√
6 e1, v × e3 = 0. (4)

e1 × e2 = e3 なので右手系をなす。符号を同時に変更する選択も可能である。
1.3 (3)直交行列による標準形
上の基底を列に並べれば

U =





0 1/
√
3 2/

√
6

1/
√
2 −1/

√
3 1/

√
6

1/
√
2 1/

√
3 −1/

√
6



 , UTU = I. (5)

Ae1 = λe2, Ae2 = −λe1, Ae3 = 0より
A = U





0 −λ 0

λ 0 0

0 0 0



UT . (6)

これは外積が、vに垂直な平面内での回転の生成子となることを意味する。
1.4 (4)一般解と幾何学的解釈
x = q1e1 + q2e2 + q3e3 とおくと

q̇1 = −λq2, q̇2 = λq1, q̇3 = 0. (7)

初期値 q1(0) = α, q2(0) = β, q3(0) = γ を用いて
q1(t) = α cos(λt)− β sin(λt), (8)

q2(t) = α sin(λt) + β cos(λt), (9)

q3(t) = γ. (10)

したがって q21+q22 = α2+β2は一定で、q3も一定。解軌道は v軸に垂直な平面内の円であり、角速度 λ =
√
6、周期 2π/

√
6で回転する。α = β = 0なら点は静止する。

別解として Rodriguesの公式を用い、K = A/λと置けば
etA = I + sin(λt)K + {1− cos(λt)}K2, (11)

ゆえに x(t) = etAx(0)と表せる。
7
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2 2003年度第 2問｜球対称波動と Fourier変換
設定 r > 0で

∂2u

∂t2
= c2

(

∂2u

∂r2
+

2

r

∂u

∂r

)

, c > 0, (12)

r0 > 0とする。原点では uの有限な正則解を考える。
2.1 (1)一般解
w(t, r) = ru(t, r)とおくと

wtt = c2wrr. (13)

これは 1次元波動方程式だから、任意の 2関数 F,Gにより
u(t, r) =

F (r − ct) +G(r + ct)

r
(r > 0) . (14)

原点で正則にするためには、w(t, 0) = 0、すなわち F (−ct) +G(ct) = 0を課す。便利なのは初期値を奇関数として r < 0に拡張する方法である。
2.2 (2) Gaussian初期変位、初速度ゼロ
u(0, r) = ϕ(r) = e−r2/(2r2

0
), ut(0, r) = 0。初期値 w(0, r) = rϕ(r)は奇関数なので d’Alembertの公式から
w(t, r) = 1

2

[

(r − ct)e−(r−ct)2/(2r2
0
) + (r + ct)e−(r+ct)2/(2r2

0
)
]

. (15)

よって
u(t, r) =

(r − ct)e−(r−ct)2/(2r2
0
) + (r + ct)e−(r+ct)2/(2r2

0
)

2r
. (16)

limr→0 u(t, r)は有限で、具体的には
u(t, 0) =

(

1− c2t2

r20

)

e−c2t2/(2r2
0
). (17)

t = 0を代入すると、初期変位および初速度の両方が満たされる。
2.3 (3)初期変位ゼロ、Gaussian初速度
u(0, r) = 0, ut(0, r) = ϕ(r)とする。wt(0, r) = rϕ(r)なので

w(t, r) =
1

2c

∫ r+ct

r−ct

s e−s2/(2r2
0
)ds =

r20
2c

[

e−(r−ct)2/(2r2
0
) − e−(r+ct)2/(2r2

0
)
]

. (18)

従って
u(t, r) =

r20
2cr

[

e−(r−ct)2/(2r2
0
) − e−(r+ct)2/(2r2

0
)
]

. (19)

原点では連続延長により
u(t, 0) = t exp

(

−c2t2

2r20

)

. (20)

原点の値は tの奇関数である点が、次の Fourier変換で重要となる。
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2.4 (4)時間 Fourier変換
問題の規約は U(ω, r) =

∫

∞

−∞
u(t, r)eiωtdt。標準 Gaussian積分の平行移動により
∫

∞

−∞

e−(r−ct)2/(2r2
0
)eiωtdt =

√
2πr0
c

e−r2
0
ω2/(2c2)eiωr/c. (21)

もう一方の Gaussianでは位相が e−iωr/c となる。差を取れば
U(ω, r) = i

√
2πr30
c2r

sin
(ωr

c

)

exp
(

−r20ω
2

2c2

)

. (22)

r → 0では sin(ωr/c)/r → ω/c。よって
g(ω) = U(ω, 0) = i

√
2πr30
c3

ω exp
(

−r20ω
2

2c2

)

. (23)

これは式 (20)を直接変換しても得られる。時間領域で u(t, 0)が奇関数だから、g は純虚数かつ ω に関して奇関数となる。
2.5 (5)周波数での極大
原題の解釈上の注意： g(ω)は複素数値なので、通常の実数のような大小比較は定義されない。「最大値」は振幅 |g|または正の周波数側の虚部の極大と解釈する必要がある。

|g(ω)| =
√
2πr30
c3

|ω| e−r2
0
ω2/(2c2). (24)

ω > 0で対数微分すると
d
dω

log |g(ω)| = 1

ω
− r20

c2
ω. (25)

従って
|g|が最大⇐⇒ ω = ± c

r0
. ω > 0に限ればωmax =

c

r0
. (26)

最大振幅は |g|max =
√
2π e−1/2r20/c

2。虚部の最大値は正側の ω = c/r0 で得られる。
学習の要点
球対称 3次元波動方程式を w = ruにより 1次元化する手法は頻出の基本技法である。r = 0での正則条件を落とすと、物理的でない 1/r型の特異解まで含めてしまうことに注意する。
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東大院試の物理   25ヵ年 YEAR INDEX

数学  ｜  年度別問題

2002 年度
出題テーマ  /  編集上の分類

実対称行列／Laplace方程式

次ページから、当該年度の問題と独立解答・解説を収録します。
原題の出典および二次利用条件は巻頭の案内をご覧ください。

taku  /  takuphys.com 非公式編集版



東大理物　院試数学・年度別詳解

2002年度
実対称行列の変形 / Laplace 方程式

出典：既刊数学編 2001・2002年度
原題 → 独立作成の詳解の順に掲載
原題・解答ページは既刊の紙面を再利用しています。

24 / 25 年度



東大理物院試数学・第 10巻 2001 / 2002

2002年度 第 1問
原題：H14math.pdf・2頁。原本を読みやすいように余白のみ切り取り、内容は改変していません。
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東大理物院試数学・第 10巻 2001 / 2002

2002年度 第 2問
原題：H14math.pdf・3頁。原本を読みやすいように余白のみ切り取り、内容は改変していません。
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東大理物院試数学・第 10巻 2001 / 2002

4 2002年度・第 1問：対称行列と幾何学的変形
原題の行列は

A =

(
1− γ cos 2ϕ −γ sin 2ϕ
−γ sin 2ϕ 1 + γ cos 2ϕ

)
, 0 < γ < 1.

単位ベクトル
n =

(
cosϕ
sinϕ

)
, t =

(
− sinϕ
cosϕ

)

は互いに直交し、{n, t}は正規直交基底です。
(i)固有値
trA = 2、detA = 1− γ2より

det(A− λI) = λ2 − 2λ+ 1− γ2.

したがって
λ+ = 1 + γ, λ− = 1− γ.

(ii)規格化固有ベクトル
二倍角公式より

A = I − γ
(
2nnT − I

)
= (1− γ)nnT + (1 + γ)ttT.

よって
w− = n = (cosϕ, sinϕ)T, w+ = t = (− sinϕ, cosϕ)T.

各固有ベクトルの符号を反転しても同じ固有空間を表します。
(iii)直交対角化と座標変換

U =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

とすると U−1 = UTであり、
UAU−1 =

(
1− γ 0
0 1 + γ

)
.

U は角度 −ϕの回転で、元の座標を固有方向 n, tに合わせた座標へ変換します。この座標では
Aは n方向を係数 1− γ で縮め、t方向を 1 + γ で伸ばします。
(iv)円と 8個の小円の像
単位円周上の点を v(θ) = (cos θ, sin θ)Tとおくと

Av(θ) = (1− γ) cos(θ − ϕ)n+ (1 + γ) sin(θ − ϕ)t.

したがって単位円の像は、主軸が n, t方向で半軸長がそれぞれ 1− γ, 1 + γ の楕円です。原題に描かれた各小円が半径 ρなら、その像も同じ向きの楕円で、半軸長は ρ(1 − γ), ρ(1 + γ)になります。8個の小円の中心も単位円の像である大きな楕円上に移ります。
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東大理物院試数学・第 10巻 2001 / 2002

図：ϕ = π/5, γ = 0.45の具体例。破線の小円はすべて同一の線形写像で楕円へ変換される。
原題の点 P だけを見て局所的に回転・変形が変化するのではなく、平面全体に同一の行列 Aを作用させる点が重要です。
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東大理物院試数学・第 10巻 2001 / 2002

5 2002年度・第 2問：球殻の Laplace方程式
与えられた球面調和関数の固有値関係は L̂2Yℓm = ℓ(ℓ+ 1)Yℓmです。
(i)変数分離による半径方向の方程式
U(r, θ, φ) = Rℓ(r)Yℓm(θ, φ)と代入すると

1

r

d2

dr2
(rRℓ)−

ℓ(ℓ+ 1)

r2
Rℓ = 0.

これを展開して
R′′

ℓ (r) +
2

r
R′

ℓ(r)−
ℓ(ℓ+ 1)

r2
Rℓ(r) = 0.

(ii)独立な二つの基本解
べき解 Rℓ(r) = rsを仮定すると

s(s− 1) + 2s− ℓ(ℓ+ 1) = 0, (s− ℓ)(s+ ℓ+ 1) = 0.

したがって
Aℓ(r) = rℓ, Bℓ(r) = r−ℓ−1.

球殻 a ≤ r ≤ bではどちらも使えます（中心 r = 0を含まないため）。
(iii)境界データ sin θ cosφの展開
原題の位相規約では

Y1,+1 = −

√
3

8π
sin θeiφ, Y1,−1 = +

√
3

8π
sin θe−iφ.

よって
sin θ cosφ =

√
2π

3
(Y1,−1 − Y1,+1) .

これは ℓ = 1、m = ±1の成分しか持たないことを意味します。
(iv)球殻 a ≤ r ≤ bの Dirichlet条件
境界条件は

U(a, θ, φ) = 0, U(b, θ, φ) = sin θ cosφ.

任意の (ℓ,m)成分の半径係数を αℓmrℓ + βℓmr−ℓ−1とおくと、内球での零境界より
αℓmaℓ + βℓma−ℓ−1 = 0 =⇒ βℓm = −a2ℓ+1αℓm.

外球の境界値の展開係数を cℓmと書けば
αℓm =

cℓm

bℓ − a2ℓ+1b−ℓ−1
, βℓm = −a2ℓ+1αℓm.

今回 c1,−1 =
√

2π/3、c1,1 = −
√
2π/3で、他は 0です。そのため非零係数は

α1,−1 = +

√
2π

3

b2

b3 − a3
, β1,−1 = −a3α1,−1,

α1,+1 = −

√
2π

3

b2

b3 − a3
, β1,+1 = −a3α1,+1.

14/ 16



東大理物院試数学・第 10巻 2001 / 2002

残りの αℓm, βℓmはすべて 0です。従って求める解は、球面調和関数を再合成すると
U(r, θ, φ) =

r − a3/r2

b− a3/b2
sin θ cosφ, a ≤ r ≤ b.

境界での検算： r = aで分子は 0、r = bで比が 1です。また rの組合せ rY1m, r−2Y1m は分離後の Laplace方程式を満たします。球殻は有界領域で、Dirichlet条件が全面で指定されているので、最大値原理により解は一意です。
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東大院試の物理   25ヵ年 YEAR INDEX

数学  ｜  年度別問題

2001 年度
出題テーマ  /  編集上の分類

部分空間／Bessel／減衰振動

次ページから、当該年度の問題と独立解答・解説を収録します。
原題の出典および二次利用条件は巻頭の案内をご覧ください。

taku  /  takuphys.com 非公式編集版



東大理物　院試数学・年度別詳解

2001年度
部分空間 / Bessel 関数 / 減衰振動

出典：既刊数学編 2001・2002年度
原題 → 独立作成の詳解の順に掲載
原題・解答ページは既刊の紙面を再利用しています。

25 / 25 年度



東大理物院試数学・第 10巻 2001 / 2002

2001年度 第 1問
原題：H13math.pdf・2頁。原本を読みやすいように余白のみ切り取り、内容は改変していません。
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東大理物院試数学・第 10巻 2001 / 2002

2001年度 第 2問
原題：H13math.pdf・3頁。原本を読みやすいように余白のみ切り取り、内容は改変していません。
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東大理物院試数学・第 10巻 2001 / 2002

2001年度 第 3問
原題：H13math.pdf・4頁。原本を読みやすいように余白のみ切り取り、内容は改変していません。
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東大理物院試数学・第 10巻 2001 / 2002

Part II 導出付き解答
1 2001年度・第 1問：R

4の部分空間
原題の 4つの線形条件を、行列の行として

a = (1,−1, 2,−1), b = (1, 2,−1, 0),

c = (2, 1, 2,−2), d = (3, 0, 2,−1)

と表すと、V1 = ker(a; b)、V2 = ker(c;d)となります。ここで ker(a; b)は 2本の行ベクトルを持つ行列の零空間を表します。
(1)各部分空間の次元

V1の 2行は比例しないため階数が 2。同様に V2の 2行も独立です。よって階数・退化次数定理（rank–nullity）から
dimV1 = 4− 2 = 2, dimV2 = 4− 2 = 2.

実際、掃き出し法を使うと
V1 : x1 = −x3 +

2
3x4, x2 = x3 −

1
3x4,

V2 : x1 = −2
3x3 +

1
3x4, x2 = −2

3x3 +
4
3x4.

したがって基底の一例は
V1 = span{(−1, 1, 1, 0), (2,−1, 0, 3)},

V2 = span{(−2,−2, 3, 0), (1, 4, 0, 3)}.

(2)共通部分に属するベクトル
4つの線形条件を同時に課し、係数行列

M =




1 −1 2 −1
1 2 −1 0
2 1 2 −2
3 0 2 −1




を掃き出すと
M ∼




1 0 0 1/3
0 1 0 −2/3
0 0 1 −1
0 0 0 0


 .

したがって x4 = 3tと置けば
V1 ∩ V2 = {t(−1, 2, 3, 3) : t ∈ R}.

(3)和空間の次元
次元公式

dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 − dim(V1 ∩ V2)

を用いて
dim(V1 + V2) = 2 + 2− 1 = 3.

検算：係数行列には c+ d = 3a+ 2bという関係があり、独立な行条件は 3本です。そのため共通部分は 1次元になります。
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2 2001年度・第 2問：円形膜と Bessel関数
半径 aの円盤で、波動速度 1の方程式

utt = urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ

を考え、Dirichlet境界 u(a, θ, t) = 0、初期値 u(r, θ, 0) = F (r, θ)、ut(r, θ, 0) = 0を課します。
(1) Bessel関数の直交性
角度依存性を einθ、半径依存性を R(r)、時間依存性を T (t)と分離すると、角度の固有値は n2

（n ∈ Z）、半径の方程式は
R′′ +

1

r
R′ +

(
k2 −

n2

r2

)
R = 0.

x = krと書けば原題の Bessel方程式
J ′′
n(x) +

1

x
J ′
n(x) +

(
1−

n2

x2

)
Jn(x) = 0

と一致します。原点で有限な解は J|n|(kr)です。境界 R(a) = 0により
knj =

ξ|n|j

a
, J|n|(ξ|n|j) = 0,

ただし ξmj は Jmの j 番目の正の零点です。
直交性を証明するため、Rj(r) = Jm(kmjr)とおき、

(rR′
j)

′ +

(
k2mjr −

m2

r

)
Rj = 0

を二つの j, ℓについて書いて交差乗算・減算します。積分すると
(k2mj − k2mℓ)

∫ a

0
rRjRℓ dr =

[
r(RjR

′
ℓ −RℓR

′
j)
]a
0
.

上端では Rj(a) = Rℓ(a) = 0。下端でも Bessel関数の原点での正則性から境界項は消えるため、
j ̸= ℓなら ∫ a

0
rJm(ξmjr/a)Jm(ξmℓr/a) dr = 0.

x = r/aと変数を置けば、原題の区間 [0, 1]の式になります。
なお積分規格化は Bessel関数の標準的な積分恒等式より

∫ a

0
rJ2

m(ξmjr/a) dr =
a2

2
J2
m+1(ξmj).

これを用いて展開係数を定めます。
(2)初期値を満たす波動方程式の解
零初速度と境界条件から時間依存性は cosineとなり、

u(r, θ, t) =
∑

n∈Z

∞∑

j=1

Anj J|n|

(
ξ|n|jr

a

)
einθ cos

(
ξ|n|jt

a

)
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東大理物院試数学・第 10巻 2001 / 2002

を得ます。角度直交性 ∫ 2π

0
ei(n−m)θ dθ = 2πδnm

と上記の半径直交性により、係数は
Anj =

1

πa2J2
|n|+1(ξ|n|j)

∫ 2π

0

∫ a

0
F (r, θ)J|n|

(
ξ|n|jr

a

)
e−inθ r dr dθ.

境界条件に整合する十分正則な初期変位 F に対し、以上は通常の固有関数展開として成立します。F が実関数なら A−n,j = Anj となり、解も実数です。
確認： t = 0で cos(0) = 1となり F が再現され、時間微分は sin(0) = 0により消失します。
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東大理物院試数学・第 10巻 2001 / 2002

3 2001年度・第 3問：減衰振動と因果 Green関数
与えられた方程式は

x′′(t) + 2αx′(t) + β2x(t) = f(t), α > 0, β > 0

です。初期条件は問題文で指定されていないので、(2)では δ 入力より前に応答がない因果的（retarded）解を選びます。これにより任意の同次解の付加という不定性を固定します。
(1) Fourier変換と伝達関数
変換の規約を冒頭のとおり f̂(ω) =

∫
f(t)eiωtdtとすると

x̂′ = −iωx̂, x̂′′ = −ω2x̂.

したがって (
β2 − ω2 − 2iαω

)
x̂(ω) = f̂(ω),

x̂(ω) = C(ω)f̂(ω), C(ω) =
1

β2 − ω2 − 2iαω
.

C の極は ω = −iα ±
√

β2 − α2 です。α > 0なので極はいずれも複素 ω 平面の下半平面にあり、逆変換 e−iωtを使うと t < 0で積分を上半平面に閉じる因果条件が実現します。
(2) f(t) = δ(t)のインパルス応答

t > 0では同次方程式を解きます。インパルスを含む短い時間区間で方程式を積分すると
x(0+) = x(0−) = 0, x′(0+)− x′(0−) = 1

であり、因果解では x′(0+) = 1です。固有指数は
λ± = −α±

√
α2 − β2.

以下、H(t)を Heaviside関数とします。
(i) α < β：不足減衰 ωd =

√
β2 − α2とおけば

x(t) = H(t) e−αt sin(ωdt)

ωd

.

(ii) α = β：臨界減衰重根 −αを持つため
x(t) = H(t) te−αt.

(iii) α > β：過減衰 κ =
√

α2 − β2とおけば
x(t) = H(t) e−αt sinh(κt)

κ
.

三式とも limt↓0 x(t) = 0、x′(0+) = 1を満たします。不足減衰の解は振動しながら減衰し、臨界・過減衰では符号の変わらない応答が得られます。
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付録｜復習チェックリスト

既刊の各巻末尾に掲載されていた、復習ポイントと計算チェックリストをまとめまし
た。
年度別の問題・解答は前半にすべて収録しています。
旧巻の表紙・序文・重複目次は再掲載していません。



東大理物・院試問題詳解集 自主制作／非公式

学習上のまとめ・検算チェックリスト
1. Fourier変換の符号規約と、上半平面・下半平面の閉曲線の選択を確認する。
2. 行列の対角化可能性は「固有値が実数」や「行列が対称」であることとは別。複素対称行列は一般には正規行列ではない。
3. Hermite行列のユニタリ共役では跡・行列式・スペクトルが保存される。
4. 直交多項式の Rodrigues公式では端点で消える境界項を丁寧に確認する。
5. 反例問題は最小次元の射影行列や、留数零でも極を持つ正則でない関数を考える。

原典と範囲： R6Master.pdf p.10–11、R7Master.pdf p.12–13。独立解答は各設問に対応。2025年度
PDF末尾の「第 3問 (C)」訂正紙は数学第 4問に関係しないため、本巻には掲載していません。
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東大理物・院試数学第 11巻 2022–2023

6 小問別解答チェックリスト
年度 小問 結論と注意点
2022 1(i) I− = 2πif(x0), I+ = 0：上・下の迂回を区別

1(ii) i(θ2 − θ1)f(x0)：向きに注意
1(iii) A = 1/π：虚部をとる
2(i)–(iii) 固有値 np− q, np、detC = (np− q)(np)n−1

2(iv)–(v) q0 = np、実行列の複素共役固有値
2(vi) 正定値 Aと負固有値による発散解
2(vii) vを Aの負固有方向に取り全解を減衰させる

2023 1(a)–(c) z = eiθ、z = 0, rが単位円内の極
1(d) I2 = 2πr2/∆

2(a) eV XV −1

= V eXV −1

2(b)–(c) 固有値 e±iπ/4, 1,−1、ユニタリ対角化
2(d) eitA に cosh, sinhが現れる

原題・解答の対応：次の付録に 2022年度第 4問の 2ページ、2023年度第 4問の 1ページを掲載している。原題画像はユーザー提供 PDFに含まれるものを転載した。
免責：解答の数理的検算は行っているが、採点基準や模範解答について東京大学が公式に認定した資料ではない。
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東大理物・院試問題と独立解答集 /第 2巻 数学 2019・2020

• 2020第 2問： 2 ≤ d ≤ 6の全 (n,m)で固有値式 (*)を直接対角化と数値比較し、d = 3の固有ベクトルと 1/3の内積絶対値二乗も検算した。
免責：掲載内容は受験勉強用の独立解説であり、東京大学による模範解答、採点基準、合格予測を意味しない。

原題出典：東京大学大学院理学系研究科物理学専攻修士課程入学試験問題「数学」平成 31年度・令和 2年度。ユーザーが提供した原本 PDFを問題部分の出典とした。
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東大理物・院試問題と独立解答集 /第 1巻 数学 2017・2018

演習の観点・最終確認
題材 院試で再利用すべき基本技法
Laplace変換 収束半平面を明記する。畳み込みは積分領域を u, v ≥ 0に変換して証明する。三次元回転 J2 = aa

T − I と J3 = −J が計算の核。軸方向と垂直平面に分解する。階数 1行列 ATAの像は AT に張られる一次元。最小ノルム解は Cauchy–Schwarzの等号条件で決まる。非線形拡散 定常解は 1 回積分して Riccati 型に落とす。時間依存問題は u =
−2D∂x logϕで線形化する。

検

算リスト
1. 2017年第 1問 (2)：f(t) = tを元の Volterra積分方程式に直接代入。
2. 2017年第 2問：a = (0, 0, 1)を入れると R(θ)が標準的な xy平面回転になる。
3. 2018年第 1問：Ã = AT /(AAT )から AÃ = 1と対称性を確認。
4. 2018年第 2問：定常解を微分して uu′ = u′′を確認し、Cole–Hopf式を偏微分方程式に戻して検算。

制作・利用上の注意
これは入試問題を収録した非公式の独立解答集であり、大学の採点基準や公式模範解答ではない。原題と解答を組み合わせた教材として使用すること。収録は 2017・2018年度の数学のみであり、その他の年度、物理学の専門問題、英語問題は含まない。
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東大理物　院試問題・詳解集　 Vol.3 数学 2015・2016

検算・解法チェックリスト
1. 2015年第 1問： N = 1, 2で行列冪の式を直接検算。自己共役性には境界項が消える条件を使用。

UN の重み関数は √
1− x2。

2. 2015年第 2問：問題文の Fourier符号に忠実に e−ikxを採用。ω積分は τ > 0で上半平面、τ < 0

で下半平面。熱核の規格化 ∫ G dx = 1（t > t′）も成立。
3. 2016年第 1問： detA = detB = 1、行列漸化式とトレース漸化式は別物。初期値√

3,
√
2, (

√
6−

√
2)/2から保存量 4を確認。

4. 2016年第 2問： kinkは u = tanh(λx)であり、u′(x)は線形化方程式の零周波数モード。一般
的な摂動すべてが零モードという意味ではない。

本巻の位置付け
2015・2016年度数学：原題と独立解答、全 4大問

過去問で繰り返し登場する「行列・固有値」「偏微分方程式」「対称性」をまとめて復習できる構成と
した。

17



東大理物院試問題・詳解集｜数学第 4 巻 2013・2014 年度

検算・注意事項
1. 2013 年第 1 問： z2, z3, z4 を相異なる値にとった場合、z1f の留数和は記号計算でも 6。無限遠での漸近展開 z1f ∼ 6/z1 とも一致する。
2. 2013 年第 2 問：標準形の符号分類は行列 A の行列式の符号から導いた。D = 0 で残る一階係数 β は必ず非零とは限らない。Green 関数の初期条件は分布として解釈する。
3. 2014 年第 1 問：第 3小問は行列指数と初期値で検算済み。第 5小問の一般解は分母が零にならない区間でのみ有効。
4. 2014 年第 2 問： λ = 0 のブロック行列の 2 つの固有値が等しくなるのは ck = 0 の場合のみ。λ への 1 次依存が起こる条件は 4 | n。

資料・著者表示原題：東京大学大学院理学系研究科・物理学専攻の平成 25・26 年度数学試験問題（利用者提供）。解答・解説：本書のために独立に作成した非公式版。原題の著作権・権利は原権利者に帰属する。
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東大理物・院試数学　詳解集第 5 巻 2011・2012 年度

検算・要点整理
1. 2011第 1問：C2 = I , D2 = 0, CD = −DC が、C の ±1固有空間と Dの零冪性を同時に説明する。n = 2では Pauli行列に帰着する。
2. 2011第 2問：Green関数は、方程式の符号と微分のジャンプ条件を先に確認する。d ≥ 3の係数は必ず球面での flux積分で確かめる。
3. 2012第 1問：SU(2)の共役作用では回転角が 2θになる。X(n, π) = −I と、3次元回転の恒等変換が両立する。
4. 2012第 2問：連立 PDEを行列としてまとめ、固有値と固有ベクトルにより独立な移流・拡散方程式へ分離する。

独立検算 2012年度第 2問の解は元の連立方程式と初期条件へ代入して検算できる。2011年度第 2問の解は境界条件および分布微分（デルタ関数の係数）により検算できる。

出典：東京大学大学院理学系研究科物理学専攻の 2011・2012年度入学試験数学問題（ユーザー提供 PDF）。
本冊子の解説は独立作成であり、公式な模範解答ではない。
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東京大学大学院 物理学専攻｜院試数学 解答集 第 6巻・2009 – 2010

検算一覧・重要公式
年度・問 独立した確認事項
2009・第 1問 TrA = c+ s, detA = cs、多項式 B = A− I、端点でのみ特異
2009・第 2問 時間発展のユニタリ性、|f1|2 + |f2|2 = 1、周波数積分 πe−ωt0/t0

2010・第 1問 α∗ = ‖r‖2/‖r‖2A、誤差の A ノルム単調減少、R ≤ (1− p)/(1 + p)

2010・第 2問 d’Alembert公式を初期位置・速度へ代入、utt = v2uxx、矩形極限

学習上の要点 線形代数では行列の全成分を直接計算する前に「固有値と対称性」を確認する。
ODEでは「保存量と行列指数」を見る。最適化では「正定値二次形式」を利用する。PDEでは「特
性座標と Fourier／ Green関数」の選択が決め手となる。

原資料 東京大学大学院理学系研究科物理学専攻 修士課程入学試験問題：平成 21年度「数学」（平
成 20年 8月 25日実施）、平成 22年度「数学」（平成 21年 8月 24日実施）。利用者が提供した PDFを
原題の一次資料として用いた。
注記 原題の数式・記号と、本書の読みやすさのための略記 c, s, δ,Φ 等を区別している。複素数の

内積は f †f とした。本書の解答は独立に作成したもので、採点基準や大学公表模範解答を意味しない。

東京大学物理学専攻 院試数学・問題詳解集 第 6巻｜終
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東大理物院試数学・詳解第 8 巻 2005–2006

チェックポイント：院試対策として押さえるポイント
1. 実対称・Hermite 行列の固有分解：直交性、スペクトル射影、関数演算 e−At を一つの
概念として理解する。

2. 勾配流： ẋ = −∇Φ なら Φ̇ = −‖∇Φ‖2 ≤ 0。ただし「単調減少」と「原点収束」は同一で
はなく、正定性などの追加条件が重要。

3. Fokker–Planck 方程式：確率流の発散形式から質量保存、Gaussian 形から中心・分
散の進化を導く。

4. 変分法：変分から Euler–Lagrange 方程式を導き、F が x に陽に依存しない場合は第一
積分を利用する。

5. 極値と最小値の違い：停留条件を求めただけでは最小値であるとは限らない。境界条件と
安定性の確認が別に必要。

出典資料
平成 17 年度『東京大学大学院理学系研究科物理学専攻修士課程入学試験問題英語・数学』数学
第 1 問・第 2 問（PDF ページ 2–3）。
平成 18 年度『同英語・数学』数学第 1 問・第 2 問（PDF ページ 3–4）。
編集上の区分：原題は上記の試験問題資料、解答は独立作成の非公式解説である。
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東大理物院試問題・詳解集 数学第 9巻 2003–2004

最終チェックと復習用サマリー
対象 最終的に確認すべき式と条件
2003第 1問 AT = −A、λ =

√
6、‖x(t)‖と v · x(t)が保存

2003第 2問 w = ru、wtt = c2wrr、u(t, 0)は有限、|g|のピークは |ω| = c/r0
2004第 1問 固有値 1, a, a2、不動点 s = b/(1− a)、F kp(x) = p(s+ ak(x− s))

2004第 2問 熱核Kt(z) = e−z2/(4a2t)/
√
4πa2t、誤差関数による積分表示

記号・精度・独立性
本書では原題 4ページを画像として掲載し、解答は独自に再導出した。2003年度第 2問 (5)の複素数の大小に関する問題点、および 2004年度第 2問 (5)の不連続な初期値の境界点に関する解釈を注記した。これらは原題の訂正ではなく、数学的な厳密性のための補足である。
次巻へ
今回で数学編は第 9巻。継続する場合、次巻の対象は 2001・2002年度である。旧年度の問題冊子には「数学・英語」の合同試験が含まれるため、原題の範囲と解答の対象を分けて掲載する。

資料 東京大学大学院理学系研究科物理学専攻修士課程入学試験問題（平成 15・16年度）、ユーザー提供資料。
位置づけ 非公式・独立作成の解答集。原題の著作権は権利者に帰属します。
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東大理物院試数学・第 10巻 2001 / 2002

計算チェックと学習ポイント
収録問題 独立の検算ポイント
2001・第 1問 係数行列の階数は 3、c+d = 3a+2b、共通部分の基底は (−1, 2, 3, 3).
2001・第 2問 Besselの直交性は自己随伴型 Sturm–Liouville方程式から導出、展開係数の分母は πa2J2

m+1.
2001・第 3問 三領域とも因果的な解はG(0+) = 0、G′(0+) = 1を満たす。α → βの極限で連続。
2002・第 1問 detA = 1− γ2、An = (1− γ)n、At = (1 + γ)t.
2002・第 2問 U(a) = 0、U(b) = sin θ cosφ、∆U = 0を直接確認できる。

旧形式

から現行試験へ：この時期は数学と英語が同じ時間枠に含まれていました。数学だけに割ける制限時間は現行の筆記試験とは直接比較できません。しかし、線形代数・微分方程式・固有関数展開という技能は近年の試験にも通用します。

出典（原題）
東京大学大学院理学系研究科物理学専攻修士課程入学試験問題、平成 13年度および平成 14年度。本書は利用者から提供された PDFの数学部分を収録し、解答は独立に作成しました。
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