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東大院試の物理｜公式集 1 使い方と表記・共通の定数

1 使い方と表記・共通の定数
本書は「定理の証明集」ではなく、手計算を進めるための検索可能な公式帳である。各公式には単位系、境界条
件、近似が必要なときの条件を付けた。まず独力で問題の保存則・対称性・固有空間を決め、その後に公式を参
照する。
推奨する解答の順序： (1)系と仮定を宣言、(2)保存則・対称性を確認、(3)方程式・境界条件を立て、(4)次元・
極限で検算、(5)最後に数値代入。
基本定数と単位

h̄ = h/(2π), β = (kBT )
−1, c = (µ0ε0)

−1/2,

α =
e2

4πε0h̄c
, ℓP =

√
h̄G

c3

条件・使い方：特に断らない限り SI単位系。電荷は符号を持つ q、素電荷の大きさは e > 0と区別する。

主要ベクトル恒等式

∇ · (∇×A) = 0, ∇× (∇f) = 0,

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A,

∇ · (fA) = ∇f ·A+ f∇ ·A

条件・使い方：領域と境界の正則性に注意。Gauss/Stokesで表面項を捨てるには条件が必要。

頻出の積分
∫ ∞

−∞
e−ax2+bxdx =

√
π

a
eb

2/(4a), ℜa > 0,∫ ∞

0

xs−1e−axdx =
Γ(s)

as
, ℜa,ℜs > 0,∫ ∞

0

xs−1

ex − 1
dx = Γ(s)ζ(s), ℜs > 1

条件・使い方：積分の可積分性と Γ関数の引数条件を先に確認。

典型的な符号ミス： Fourier変換の e±ikx、時間依存の e−iωt、Green関数の方程式の前の −、電磁波の複素波数の虚部の
符号。
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東大院試の物理｜公式集 2 数学：すべての分野の共通基盤

2 数学：すべての分野の共通基盤
2.1 固有値・スペクトル分解・射影

Hermite行列のスペクトル分解

H = H† =
∑
a

λaPa, PaPb = δabPa,

f(H) =
∑
a

f(λa)Pa, etH =
∑
a

etλaPa

条件・使い方：縮退があれば Pa は対応する固有空間への射影。非 Hermite行列には一般にそのまま使えない。

2次元 Hermite行列

H = h0I + h · σ, E± = h0 ± |h|,

P± = 1
2
(I ± ĥ · σ), h ̸= 0

条件・使い方：2準位・Pauli行列・Rabi振動で頻出。|h| = 0ではこの射影公式を使用しない。

Pauli行列と反交換

σiσj = δijI + iϵijkσk,

[σi, σj ] = 2iϵijkσk, {σi, σj} = 2δijI,

(a · σ)(b · σ) = (a · b)I + i(a× b) · σ

条件・使い方：係数 a, bは実ベクトルでも複素ベクトルでも代数恒等式として成立。

2準位の時間発展

e−ith·σ/h̄ = I cos
|h|t
h̄

− i
h · σ
|h| sin

|h|t
h̄

条件・使い方：時間独立 h。磁場中スピン、磁気共鳴、測定の基底変換に使用。

行列式・逆行列の更新

det(A+ uvT ) = detA (1 + vTA−1u),

(A+ uvT )−1 = A−1 − A−1uvTA−1

1 + vTA−1u

条件・使い方：Aが可逆で、後式の分母が非零。散乱の接触相互作用・境界条件で有効。

Schur補元

M =

(
A B
C D

)
, SD = D − CA−1B,

detM = detA detSD

条件・使い方：ブロック Aが可逆。2自由度以上の振動、分配関数の Gaussian積分の整理に利用。

Jordan鎖と行列指数

A = λI +N, Nr = 0,

etA = eλt
r−1∑
k=0

tkNk

k!

条件・使い方：対角化できない場合。多重根から teλt が現れる。
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2.2 微積分・変分法・Gaussian積分

多次元 Gaussian積分
∫
Rn

e−
1
2
xTAx+JTxdnx =

(2π)n/2

√
detA

e
1
2
JTA−1J ,

⟨xixj⟩ − ⟨xi⟩⟨xj⟩ = (A−1)ij

条件・使い方：Aは実対称正定値。Feynman積分・正規振動・古典統計で用いる。

汎関数の Euler–Lagrange方程式

δ

∫
L(q, q̇, t)dt = 0 =⇒ d

dt
∂L
∂q̇i

− ∂L
∂qi

= 0,

∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
= 0

条件・使い方：境界で変分 δq = 0または自然境界条件を課す。

Lagrange未定乗数と制約

∇f(x) =
∑
a

λa∇ga(x), ga(x) = 0

条件・使い方：制約面の接空間で一次変分が消える条件。極小・極大の判定は二次変分が必要。

ガウス積分の微分生成

I(a, b) =

√
π

a
eb

2/(4a),∫ ∞

−∞
xne−ax2+bxdx =

∂nI(a, b)

∂bn

条件・使い方：積分区間は全実線、ℜa > 0。期待値と高次モーメントを迅速に求める。

Gamma/Beta関数

Γ(z + 1) = zΓ(z), Γ(1/2) =
√
π,

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

条件・使い方：指数や球面積分で自然に現れる。

2.3 Fourier変換・畳み込み・デルタ関数

採用する Fourier規約

f̃(k) =

∫
R
f(x)e−ikxdx,

f(x) =

∫
R

dk
2π
f̃(k)eikx,

∂̃xf(k) = ikf̃(k)

条件・使い方：積分の収束は通常の意味または tempered distributionとして解釈。

変換の重要な対

F [e−ax2

] =

√
π

a
e−k2/(4a) (a > 0),

F [δ(x− a)] = e−ika,

F [f ∗ g] = f̃ g̃
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条件・使い方：デルタ関数の正規化と 2πを確認。

Fourier直交・Poisson和公式
∫
R
eikxdx = 2πδ(k),∑

n∈Z

f(nL) =
1

L

∑
m∈Z

f̃

(
2πm

L

)
条件・使い方：十分な減衰・正則性、または分布として。周期系の許容波数 km = 2πm/Lに注意。

2.4 常微分方程式・Green関数

定数係数の 2階方程式

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = F (t)/m,

xh(t) = e−γt(A cosΩt+B sinΩt),

Ω =
√
ω2
0 − γ2

条件・使い方：表示した xh は不足減衰 ω0 > γ。臨界・過減衰は特性根で処理。

因果的 Green関数

(∂2
t + 2γ∂t + ω2

0)GR(t) = δ(t),

GR(t) = θ(t)
e−γt sinΩt

Ω
,

x(t) = xh(t) +

∫ t

−∞

GR(t− t′)F (t′)

m
dt′

条件・使い方：ω0 > γ、GR(0+) = 0, G′
R(0+) = 1。初期値の扱いは xh に含める。

Sturm–Liouville形式

− d
dx

(
p(x)

dy
dx

)
+ q(x)y = λw(x)y,∫ b

a

w(x)ym(x)yn(x)dx = 0 (λm ̸= λn)

条件・使い方：p, w > 0、自己共役境界条件を仮定。Bessel/Legendre・波動方程式の固有関数展開に使う。

2.5 偏微分方程式・固有関数展開

熱方程式の基本解（1次元）

∂tu = D∂2
xu,

u(x, t) =

∫
R

e−(x−y)2/(4Dt)

√
4πDt

u0(y)dy (t > 0)

条件・使い方：D > 0、無限直線。有限領域では境界条件に合わせた固有関数が必要。

波動方程式（d’Alembert公式）

∂2
t u = c2∂2

xu,

u(x, t) =
u0(x− ct) + u0(x+ ct)

2
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct

v0(s)ds

条件・使い方：無限直線、初期値 u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = v0(x)。
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Laplace・Helmholtzの自由 Green関数

∇2 1

r
= −4πδ(3)(r),

(∇2 + k2)
eikr

r
= −4πδ(3)(r)

条件・使い方：後式は外向き放射条件を選ぶ k > 0の Green関数。

1階 PDEの特性曲線

∂tu+ a(u)∂xu = 0,

dx
dt

= a(u),
du
dt

= 0

条件・使い方：特性線が交差すると古典解が破綻し、衝撃波・弱解の扱いが必要。

2.6 複素関数・漸近解析

留数定理
∮
C

f(z)dz = 2πi
∑

zj∈intC

Resz=zj f,

Resz=z0

g(z)

h(z)
=

g(z0)

h′(z0)
(h(z0) = 0, h′(z0) ̸= 0)

条件・使い方：閉曲線の正方向は反時計回り。無限遠の弧積分が消えるかを確認。

Laplace法（内部の非退化極小）

I(λ) =

∫ b

a

e−λf(x)g(x)dx,

I(λ) ∼ g(x∗)

√
2π

λf ′′(x∗)
e−λf(x∗)

条件・使い方：λ→ ∞、一意な内部極小 f ′(x∗) = 0, f ′′(x∗) > 0、g(x∗) ̸= 0。

Airy関数・転回点の形

Ai′′(z) = zAi(z),

Ai(z) ∼ e−2z3/2/3

2
√
π z1/4

(z → +∞)

条件・使い方：WKBの転回点付近で直接WKBが破綻するときの接続関数。

母関数・二項展開

(1− x)−α =

∞∑
n=0

(α)n
n!

xn, |x| < 1,

e(t/2)(z−z−1) =
∑
n∈Z

Jn(t)z
n

条件・使い方：Bessel関数 Jn の母関数は z ̸= 0。

2.7 確率・積分変換の便利な式

期待値・条件付き確率・分散

E[X] =
∑
x

xp(x), Var(X) = E[X2]− E[X]2,

E[X] = E[E[X | Y ]]
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条件・使い方：連続変数は総和を積分に置き換える。物理的揺らぎは共分散まで扱う。

多変数正規分布の特性関数

φ(k) = E[eik·X ] = eik·µ− 1
2
kTΣk

条件・使い方：Σは半正定値。中心極限定理・拡散過程の特徴づけに使う。

2.8 特殊関数・行列多項式の追加公式

Cayley–Hamilton定理（2次正方行列）

A2 − (TrA)A+ (detA)I = 0,

A−1 =
(TrA)I −A

detA

条件・使い方：逆行列は detA ̸= 0の場合。一般次元でも特性多項式に Aを代入すれば零になる。

Vandermonde行列式

det

1 x1 · · · xn−1
1

...
...

...
1 xn · · · xn−1

n

 =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)

条件・使い方：多項式補間・固有値の異なりに伴う線形独立の判定に用いる。

Laplace変換の初期値処理

F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt,

L[f ′](s) = sF (s)− f(0+),

L[f ′′](s) = s2F (s)− sf(0+)− f ′(0+)

条件・使い方：収束半平面を持つ因果信号。初期値を忘れず代数方程式に変換する。

Bessel関数の微分方程式と再帰

x2J ′′
ν + xJ ′

ν + (x2 − ν2)Jν = 0,

Jν−1(x) + Jν+1(x) =
2ν

x
Jν(x)

条件・使い方：円柱座標の Helmholtz問題。原点正則な解として Jν を選ぶ場合が多い。

Hermite多項式の母関数

e2xt−t2 =

∞∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
,∫ ∞

−∞
e−x2

Hm(x)Hn(x)dx =
√
π 2nn! δmn

条件・使い方：物理学者型 Hermite多項式。確率論の Hermite規約とは係数が異なる。
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3 量子力学：演算子・固有値・遷移
3.1 基本原理と波動関数

Schrödinger方程式と確率流

ih̄∂tψ =

[
− h̄2

2m
∇2 + V (r, t)

]
ψ,

ρ = |ψ|2, j =
h̄

m
ℑ(ψ∗∇ψ),

∂tρ+∇ · j = 0

条件・使い方：確率流は非磁場・実の局所ポテンシャルの場合。磁場中は j = ℜ(ψ∗(−ih̄∇− qA)ψ)/m。

期待値・不確定性関係

⟨A⟩ = ⟨ψ|A|ψ⟩,

(∆A)2 = ⟨A2⟩ − ⟨A⟩2,

∆A∆B ≥ 1

2
|⟨[A,B]⟩|

条件・使い方：A,B は自己共役な観測量。Robertsonの形は共分散項を省いた下界。

位置・運動量の交換

[xi, pj ] = ih̄δij ,
pj = −ih̄∂j ,

eiap/h̄xe−iap/h̄ = x+ a

条件・使い方：最後は演算子の共役変換。状態ベクトルへの平行移動の符号とは区別する。

Ehrenfest定理

d
dt

⟨A⟩ = i
h̄
⟨[H,A]⟩+ ⟨∂tA⟩,

m
d2

dt2
⟨x⟩ = −⟨V ′(x)⟩

条件・使い方：Hamiltonian p2/(2m) + V (x)。一般に ⟨V ′(x)⟩ ̸= V ′(⟨x⟩)。

1次元デルタ関数ポテンシャルの接続

V (x) = gδ(x− a),

ψ(a+) = ψ(a−),

ψ′(a+)− ψ′(a−) =
2mg

h̄2 ψ(a)

条件・使い方：gは符号付き。g < 0の束縛準位は E = −mg2/(2h̄2)。

段差ポテンシャルの透過・反射

r =
k1 − k2
k1 + k2

, t =
2k1

k1 + k2
,

R = |r|2, T =
k2
k1

|t|2, R+ T = 1

条件・使い方：左右で質量が同じ・進行波 k1, k2 > 0・非吸収。確率流の k比を忘れない。

10 / 40



東大院試の物理｜公式集 3 量子力学：演算子・固有値・遷移

3.2 調和振動子・コヒーレント状態

生成消滅演算子

a =

√
mω

2h̄
x+

ip√
2mh̄ω

,

[a, a†] = 1, H = h̄ω(a†a+ 1
2
),

a|n⟩ =
√
n|n− 1⟩, a†|n⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩

条件・使い方：振動子近似。位置の行列要素は x =
√
h̄/(2mω)(a+ a†)。

基底状態と Gaussian分散

ψ0(x) =
(mω
πh̄

)1/4

e−mωx2/(2h̄),

⟨x2⟩0 =
h̄

2mω
, ⟨p2⟩0 =

mh̄ω

2

条件・使い方：無限直線の調和振動子。

四次摂動の 1次エネルギー補正

∆E(1)
n = λ⟨n|x4|n⟩,

⟨n|x4|n⟩ = 3(2n2 + 2n+ 1)

(
h̄

2mω

)2

条件・使い方：摂動 V1 = λx4 が十分小さいとき。λ < 0はポテンシャルが下に有界でなく真の基底状態を持たないため形式的摂動に限る。

コヒーレント状態

a|α⟩ = α|α⟩,

|α⟩ = e−|α|2/2
∞∑

n=0

αn

√
n!

|n⟩,

⟨n⟩ = |α|2, (∆n)2 = |α|2

条件・使い方：Poisson数分布。調和振動子下で α(t) = α(0)e−iωt。

変位演算子

D(α) = eαa†−α∗a,

D†(α)aD(α) = a+ α,

|α⟩ = D(α)|0⟩

条件・使い方：突然加えた一定外力は平方完成によって変位演算子に帰着する。

単一モードのスクイージング

S(r) = exp
[ r
2
(a2 − a†2)

]
,

S†(r)aS(r) = a cosh r − a† sinh r,

(∆x)2S|0⟩ =
h̄

2mω
e−2r

条件・使い方：r ∈ R、x ∝ a+ a† の規約。共役運動量の分散は e2r 倍。
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3.3 角運動量・中心力

角運動量の代数

[Ji, Jj ] = ih̄ϵijkJk,

J2|jm⟩ = h̄2j(j + 1)|jm⟩,
Jz|jm⟩ = h̄m|jm⟩

条件・使い方：j = 0, 1/2, 1, . . .,m = −j, . . . , j。

昇降演算子

J±|jm⟩ = h̄
√
j(j + 1)−m(m± 1) |j,m± 1⟩

条件・使い方：J± = Jx ± iJy。スピン選択則と相互作用の行列要素に使う。

球対称ポテンシャルと動径方程式

ψ(r) = Rℓ(r)Yℓm(θ, ϕ), u(r) = rRℓ(r),

− h̄2

2m
u′′ +

[
V (r) +

h̄2ℓ(ℓ+ 1)

2mr2

]
u = Eu

条件・使い方：原点の正則性、有限井戸の接続を課す。中心力の束縛状態や散乱に基本。

水素型原子のエネルギー

En = − µ(Ze2)2

2(4πε0)2h̄
2n2

,

aZ =
4πε0h̄

2

µZe2

条件・使い方：換算質量 µを使用。スピン・微細構造などを無視した非相対論的 Coulomb模型。

同種 2粒子の対称化

|ψ±⟩ =
|a⟩1|b⟩2 ± |b⟩1|a⟩2√

2(1± |⟨a|b⟩|2)

条件・使い方：+は対称、−は反対称；a = bでは反対称状態なし。フェルミ粒子の全波動関数は反対称。

3.4 定常摂動論・縮退摂動

非縮退 Rayleigh–Schrödinger摂動

E(1)
n = ⟨n|V |n⟩,

E(2)
n =

∑
m ̸=n

|⟨m|V |n⟩|2

E
(0)
n − E

(0)
m

,

|n(1)⟩ =
∑
m ̸=n

|m⟩⟨m|V |n⟩
E

(0)
n − E

(0)
m

条件・使い方：H = H0 + λV の係数、非縮退で級数が有効な範囲。分母符号に注意。

縮退摂動論

H
(1)
eff = PV P, P =

d∑
a=1

|a⟩⟨a|

条件・使い方：縮退部分空間で PV P を対角化してから補正を求める。固有値の接近で非縮退式を使わない。
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変分原理

E0 ≤ ⟨φ|H|φ⟩
⟨φ|φ⟩

条件・使い方：H が下に有界な自己共役演算子で、試行状態は定義域内。励起エネルギーへの単純適用不可。

Hellmann–Feynman定理

∂En

∂λ
= ⟨n(λ)|∂λH|n(λ)⟩

条件・使い方：規格化された孤立固有状態。力・応答係数を固有値の微分として取り出す。

3.5 時間依存摂動・磁気共鳴

相互作用表示

VI(t) = eiH0t/h̄V (t)e−iH0t/h̄,

UI(t, t0) = T exp
[
− i
h̄

∫ t

t0

VI(s)ds
]

条件・使い方：時間順序積 T に注意。異時刻で可換でなければ指数を普通の指数にしない。

一次の遷移振幅

c
(1)
f (t) = − i

h̄

∫ t

t0

eiωfisVfi(s)ds,

ωfi = (Ef − Ei)/h̄

条件・使い方：相互作用前に |i⟩が準備される。短時間・弱い駆動を仮定。

二次の時間順序振幅

c
(2)
f (t) = − 1

h̄2

∑
m

∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2

× eiωfmt1+iωmit2Vfm(t1)Vmi(t2)

条件・使い方：二光子遷移など。中間状態mを足し、t2 < t1 を必ず保つ。

Fermiの黄金律

Wi→f =
2π

h̄
|Vfi|2ρ(Ef ), Ef = Ei

条件・使い方：連続終状態、長時間・弱い摂動。時間に周期性があれば吸収・放出のエネルギー条件を変更する。

Rabi振動（回転波近似）

HRWA =
h̄

2

(
∆σz +ΩRσx

)
,

P1→2(t) =
Ω2

R

∆2 +Ω2
R

sin2
(
t

2

√
∆2 +Ω2

R

)
条件・使い方：駆動周波数が共鳴に近く、急速振動項を無視可能な領域。
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3.6 断熱時間発展・Berry位相

断熱近似の状態

|ψn(t)⟩ ≈ e−
i
h̄

∫ t
0 En(s)dseiγn(t)|n(t)⟩,

γn(t) = i
∫ t

0

⟨n(s)|ṅ(s)⟩ds

条件・使い方：孤立固有準位で非断熱遷移が小さいとき。Berry位相は閉路でゲージ不変（2πを法として）。

非断熱結合の尺度
∣∣∣⟨m|Ḣ|n⟩

∣∣∣ ≪ |En − Em|2

h̄
, m ̸= n

条件・使い方：十分条件の目安で、厳密な一様評価は時間区間・端点条件等にも依存する。

3.7 散乱理論・WKB

1次 Born近似（3次元）

f (1)(θ, ϕ) = − m

2πh̄2

∫
R3

e−iq·rV (r)d3r,

q = kf − ki,
dσ
dΩ

= |f |2

条件・使い方：eikr/rを散乱波とする規約、同質量の弾性散乱。弱ポテンシャルが必要。

部分波と位相シフト

f(θ) =
1

k

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)eiδℓ sin δℓ Pℓ(cos θ),

σtot =
4π

k2

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) sin2 δℓ

条件・使い方：短距離中心力・弾性散乱での表示。

WKBの位相積分

ψ(x) ≈ C+√
p(x)

e
i
h̄

∫ x p(s)ds +
C−√
p(x)

e−
i
h̄

∫ x p(s)ds,

p(x) =
√

2m(E − V (x))

条件・使い方：|h̄p′| ≪ p2 で有効。転回点 p = 0では接続公式が必要。

WKB量子化・障壁透過
∫ x2

x1

√
2m(E − V (x))dx ≈ πh̄(n+ 1

2
),

T ∼ exp
[
− 2

h̄

∫ x3

x2

√
2m(V (x)− E)dx

]
条件・使い方：前式は滑らかな 2つの単純転回点を持つ束縛状態。後式は不透明な障壁で指数精度。

3.8 周期ポテンシャル・磁場・ゲージ

Blochの定理

V (x+ a) = V (x), ψk(x+ a) = eikaψk(x),

ψk(x) = eikxuk(x), uk(x+ a) = uk(x)
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条件・使い方：周期境界・無限結晶。Brillouin域 k ∼ k + 2π/a。

周期デルタ列の分散（Kronig–Penney）

V (x) = g
∑
n∈Z

δ(x− na),

cos(ka) = cos(qa) +
mg

h̄2q
sin(qa), q =

√
2mE/h̄

条件・使い方：E > 0の表示；許容バンドは右辺の絶対値が 1以下。第 1ギャップの弱結合展開は |mg|a/(πh̄2) ≪ 1。

最小結合とゲージ変換

H =
(p− qA)2

2m
+ qϕ,

A′ = A+∇χ, ϕ′ = ϕ− ∂tχ,

ψ′ = eiqχ/h̄ψ

条件・使い方：荷電粒子の電荷は q（電子なら −e）。

Landau準位

En = h̄ωc(n+ 1
2
), ωc =

|qB|
m

,

N
A

=
|qB|
2πh̄

条件・使い方：2次元・一様磁場・スピンと端効果を無視。縮退度は単位面積あたり。

3.9 密度行列と量子相関（過去問で必要な範囲）

密度行列・部分トレース

ρ =
∑
i

pi|ψi⟩⟨ψi|, Tr ρ = 1, ρ ⪰ 0,

ρA = TrB ρAB , ⟨O⟩ = Tr(ρO)

条件・使い方：純粋状態は ρ2 = ρ、混合状態は Tr ρ2 < 1。

Bell状態の部分系

|Φ+⟩ = (|00⟩+ |11⟩)/
√
2,

ρA = I/2, SA = −Tr ρA ln ρA = ln 2

条件・使い方：エンタングルメントを扱った過去問の計算に必要な最小限。発展的な量子情報理論は予想問題集側に置く。

スピン相関

⟨Φ+|σx ⊗ σx|Φ+⟩ = 1,

⟨Φ+|σy ⊗ σy|Φ+⟩ = −1,

⟨Φ+|σz ⊗ σz|Φ+⟩ = 1

条件・使い方：Bell状態の位相・基底を変えると符号パターンも変わる。
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3.10 古い年度も含む典型補助公式

有限深さの対称 1次元井戸

V (x) =

{
−V0 (|x| < a),

0 (|x| ≥ a),

k =

√
2m(E + V0)

h̄
, κ =

√
−2mE

h̄
,

k tan(ka) = κ (偶),

−k cot(ka) = κ (奇)

条件・使い方：束縛領域 −V0 < E < 0。外部の減衰解と内部の偶奇解を x = aで接続する。

励起子の換算質量と結合エネルギー

µ−1 = m∗−1
e +m∗−1

h ,

En = − µe4

2(4πε)2h̄2n2
,

a∗B =
4πεh̄2

µe2

条件・使い方：3次元・放物型バンド・静的誘電率・水素型 Coulomb相互作用のWannier励起子模型。
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4 統計力学：分配関数から応答まで
4.1 熱力学ポテンシャルと一般関係式

熱力学第一法則

dU = TdS − pdV + µdN,
F = U − TS, G = U − TS + pV,

Ω = U − TS − µN

条件・使い方：単純圧縮系・粒子数可変。一般化座標の仕事の符号は定義する（後掲「外力と仕事の符号」参照）。

熱力学の微分関係

dF = −SdT − pdV + µdN,
dΩ = −SdT − pdV −Ndµ,

S = −
(
∂F

∂T

)
V,N

, p = −
(
∂F

∂V

)
T,N

条件・使い方：微分で保持する変数を必ず指定。Maxwell関係式は混合 2階微分の交換から導く。

Maxwell関係式の例 (
∂S

∂V

)
T,N

=

(
∂p

∂T

)
V,N

,(
∂S

∂p

)
T,N

= −
(
∂V

∂T

)
p,N

条件・使い方：前者は F (T, V,N)、後者は G(T, p,N)から。

理想気体と断熱指数

pV = NkBT, CV =
f

2
NkB,

pV γ = const, γ = Cp/CV

条件・使い方：熱容量一定の古典理想気体の準静的断熱変化。自由度 f は温度領域に依存。

4.2 正準・大正準分配関数

正準集団

ZN (β) = TrN e−βH , F = −kBT lnZN ,

U = −∂β lnZN , S = kB(lnZN + βU)

条件・使い方：H が温度に陽に依存しない場合の U 公式。温度依存の有効 Hamiltonianでは修正が必要。

エネルギーゆらぎと熱容量

Var(E) = ∂2
β lnZN ,

CV =
Var(E)

kBT 2

条件・使い方：正準集団・容積固定・Hamiltonianは温度独立。

大正準集団

Ξ = Tr e−β(H−µN), Ω = −kBT lnΞ,

⟨N⟩ = 1

β
∂µ lnΞ,

Var(N) =
1

β2
∂2
µ lnΞ
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条件・使い方：粒子数の出入りが可能な平衡系。

一般化された揺らぎと応答

H(h) = H0 − hX,

∂h lnZ = β⟨X⟩, χX = ∂h⟨X⟩,
χX = βVar(X) ([H0, X] = 0)

条件・使い方：最後の等式は古典系・可換量子系のみ。非可換量子系は後掲の虚時間 Kubo公式を使用する。X 自体は hに非依存。

4.3 古典理想気体・相空間

古典分配関数と熱的 de Broglie波長

ZN =
1

N !

(
V

λ3
T

)N

,

λT =

√
2πh̄2

mkBT

条件・使い方：3次元・非相互作用・非縮退極限 nλ3T ≪ 1。並進自由度のみ。

equipartition（等分配則）

⟨ax2/2⟩ = 1

2
kBT, a > 0,

U =
f

2
NkBT

条件・使い方：古典・連続・2次 Hamiltonianの各独立項に対して成立。量子低温では使えない。

Maxwell速度分布

p(v) =

(
m

2πkBT

)3/2

e−mv2/(2kBT ),

⟨v2⟩ = 3kBT/m

条件・使い方：古典平衡理想気体の単一粒子。速度の大きさの分布は 4πv2 を掛ける。

4.4 Bose–Einstein/Fermi–Dirac統計

Bose・Fermi平均占有数

nB(ϵ) =
1

eβ(ϵ−µ) − 1
,

nF (ϵ) =
1

eβ(ϵ−µ) + 1

条件・使い方：Bose粒子は µが一粒子基底エネルギーを超えない。

量子気体の大分配関数

lnΞB = −
∑
ν

ln(1− ze−βϵν ),

lnΞF =
∑
ν

ln(1 + ze−βϵν ), z = eβµ

条件・使い方：各 ν は一粒子準位。縮退度は和の中で数える。
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自由粒子の状態密度（d次元）

N (ϵ) = gint
Vd

(2πh̄)d
πd/2

Γ( d
2
+ 1)

(2mϵ)d/2,

D(ϵ) =
dN
dϵ

∝ ϵd/2−1

条件・使い方：連続極限。gint は内部縮退度、D(ϵ)は状態密度関数、Vd は実空間の体積。記号を混同しない。

3次元自由電子の Fermiエネルギー

kF =

(
6π2n

gint

)1/3

,

ϵF =
h̄2k2F
2m

, n = N/V

条件・使い方：内部縮退度 gint（電子スピンなら gint = 2）。

Sommerfeld展開
∫ ∞

0

ϕ(ϵ)nF (ϵ)dϵ =
∫ µ

0

ϕ(ϵ)dϵ

+
π2

6
(kBT )

2ϕ′(µ) +O(T 4)

条件・使い方：kBT ≪ µ、ϕが Fermi面付近で十分滑らか。固定粒子数では µ(T )も展開する。

低温自由電子の熱容量（3次元）

CV ≃ π2

2
NkB

kBT

ϵF

条件・使い方：3次元・非相互作用・自由電子・T ≪ TF。2次元などでは係数や µ(T )の振る舞いに注意。

4.5 Bose凝縮・トラップ・光格子の基礎

3次元一様理想 Bose気体

Nex =
V

λ3
T

g3/2(z), gs(z) =
∑
ℓ≥1

zℓ

ℓs
,

kBTc =
2πh̄2

m

(
n

ζ(3/2)

)2/3

条件・使い方：熱力学極限、相互作用なし、基底状態のエネルギーを零とする。

凝縮相の基底占有

N0

N
= 1−

(
T

Tc

)3/2

(T ≤ Tc)

条件・使い方：3次元一様理想 Bose気体の熱力学極限。有限粒子数では丸めが生じる。

調和トラップでの理想 Bose凝縮

Nex ≃ ζ(3)

(
kBT

h̄ω̄

)3

,

kBTc ≃ h̄ω̄

(
N

ζ(3)

)1/3

条件・使い方：3次元トラップ・励起準位の連続近似、ω̄ = (ωxωyωz)1/3。基底エネルギーを差し引いて数える。
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周期格子の分散・有効質量

ϵ(k) = −2J cos(ka),

1

m∗ =
1

h̄2

d2ϵ
dk2

∣∣∣∣
k=k0

条件・使い方：1次元最近接 tight-bindingの例。バンド端の曲率の符号が有効質量を決める。

4.6 独立スピン・Curie則・断熱消磁

独立スピン 1/2の磁化

Z1 = 2 cosh(βµB),

M = Nµ tanh(βµB),

χB=0 =
Nµ2

kBT

条件・使い方：エネルギー −µBσz、相互作用なし。M は磁気モーメント和で磁化密度ではない。

スピンエントロピーと断熱消磁

S = NkB [ln(2 coshx)− x tanhx] ,

x =
µB

kBT
, S = const =⇒ B

T
= const

条件・使い方：理想常磁性体、スピン系のみ・相互作用なし・可逆断熱。格子の熱容量は無視。

4.7 Ising模型・転送行列

1次元 Ising転送行列

H = −J
∑
i

sisi+1 − h
∑
i

si, si = ±1,

Tss′ = exp
[
βJss′ +

βh

2
(s+ s′)

]
条件・使い方：周期境界では ZN = TrTN。1次元・最近接。

転送行列の固有値

λ± = eβJ cosh(βh)±
√
e2βJ sinh2(βh) + e−2βJ ,

f = −kBT lnλ+

条件・使い方：熱力学極限N → ∞、任意の実数 J, h。λ+ が最大固有値。J < 0, h = 0では λ− < 0。

Ising相関長（ゼロ場）

⟨s0sr⟩ = (tanhβJ)r,

ξ−1 = − ln | tanh(βJ)|

条件・使い方：1次元、J ̸= 0、h = 0、熱力学極限（格子間隔単位）。J < 0では相関は符号交替し、包絡線の長さ ξは正。

4.8 Landau理論・臨界現象

Landau自由エネルギー

f(m) = f0 +
a

2
(T − Tc)m

2 +
b

4
m4 − hm,

0 = a(T − Tc)m+ bm3 − h
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条件・使い方：平均場・a, b > 0・対称性m→ −mが h = 0で成立。

平均場臨界指数

m(h = 0, T < Tc) ∝ (Tc − T )1/2,

χ(T > Tc) ∝ (T − Tc)
−1, m(T = Tc) ∝ h1/3

条件・使い方：上記 Landau模型で βcrit = 1/2, γcrit = 1, δcrit = 3。熱力学の β と区別。

Gaussian揺らぎの相関

F [m] =
1

2

∫ [
rm2 + c(∇m)2

]
ddx,

⟨|mk|2⟩ ∝
kBT

r + ck2
, ξ =

√
c/r

条件・使い方：変数の Fourier正規化により比例定数が変化。r, c > 0。

4.9 揺らぎ・拡散・Fokker–Planck

Fokker–Planck方程式（Ito）

dXt = a(Xt)dt+
√
2DdWt,

∂tp = −∂x(ap) +D∂2
xp

条件・使い方：定数D > 0。状態依存拡散なら二階項は 1
2
∂2x(b

2p)。

拡散の平均二乗変位

⟨(Xt −X0)
2⟩ = 2Dt (1次元),

⟨|Xt −X0|2⟩ = 2dDt (d次元)

条件・使い方：初期位置固定・自由 Brown運動。漂流成分は差し引く。

Einstein関係

D = µmobkBT

条件・使い方：平衡、線形応答、過減衰 Brown運動。ここで µmob は力に対する移動度で化学ポテンシャルではない。

線形応答の Kubo公式

δ⟨A⟩(t) =
∫ t

−∞
χAB(t− t′)f(t′)dt′,

χAB(t) =
i
h̄
θ(t)⟨[A(t), B(0)]⟩0

条件・使い方：摂動H′ = −f(t)B。量子線形応答、平衡初期状態。

4.10 高分子・エントロピー弾性

2状態の独立鎖

ZN (F ) = [2 cosh(βFa)]N ,
⟨X⟩ = Na tanh(βFa),

∂⟨X⟩
∂F

= βVar(X)
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条件・使い方：各単位の長さ射影が ±a、張力と伸びのエネルギー −FX。

小張力のエントロピーばね

⟨X⟩ ≃ Na2

kBT
F, F ≃ kBT

Na2
⟨X⟩

条件・使い方：上の独立 2状態鎖・|Fa| ≪ kBT。弾性係数が T に比例する。
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5 電磁気学・力学：境界条件と保存則
5.1 Maxwell方程式とポテンシャル

真空中のMaxwell方程式（SI）

∇ ·E = ρ/ε0, ∇ ·B = 0,

∇×E = −∂tB,
∇×B = µ0J + µ0ε0∂tE

条件・使い方：媒質ではD,H による巨視的表現を用いる。

巨視的Maxwell方程式

∇ ·D = ρfree, ∇×H = Jfree + ∂tD,

∇ ·B = 0, ∇×E = −∂tB

条件・使い方：線形等方媒質ならD = εE, B = µH。異方性ではテンソル。

ポテンシャルとゲージ変換

B = ∇×A, E = −∇ϕ− ∂tA,

A′ = A+∇χ, ϕ′ = ϕ− ∂tχ

条件・使い方：Lorenz条件：∇ ·A+ c−2∂tϕ = 0（真空）。

Maxwell境界条件

n · (D2 −D1) = σfree,

n× (E2 −E1) = 0,

n · (B2 −B1) = 0,

n× (H2 −H1) = Kfree

条件・使い方：nは媒質 1から 2向き、σfree は自由面電荷、Kfree は自由面電流。

エネルギー流（Poyntingの定理）

∂tu+∇ · S = −J ·E,

u = 1
2
(ε0E

2 +B2/µ0), S = E ×H

条件・使い方：表示した uは真空。分散性媒質中の蓄積エネルギーは単純な 1
2
E ·Dではない場合あり。

5.2 静電場と境界値問題

Poisson方程式と Coulomb積分

∇2ϕ = −ρ/ε0,

ϕ(r) =
1

4πε0

∫
ρ(r′)

|r − r′|d
3r′

条件・使い方：無限遠でポテンシャルがゼロになる局在電荷、誘電体境界なし。

導体平面の鏡像法

ϕ(r) =
q

4πε0

(
1

|r − rq|
− 1

|r − r−q|

)
,

Fz = − q2

16πε0a2
, U = − q2

16πε0a
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条件・使い方：点電荷が接地無限導体平面から距離 a。U は外力がした仕事を積分して得る誘起分のエネルギー。

球座標の Laplace方程式（軸対称）

ϕ(r, θ) =

∞∑
ℓ=0

(
Aℓr

ℓ +Bℓr
−ℓ−1)Pℓ(cos θ)

条件・使い方：電荷のない各領域での一般解。原点・無限遠の正則性で係数を制限。

電荷分布の遠方多重極

ϕ(r) =
1

4πε0

[
Q

r
+

p · r̂
r2

+O(r−3)

]
,

Q =

∫
ρd3r, p =

∫
r′ρ(r′)d3r′

条件・使い方：観測距離 rが電荷分布のサイズより十分大きい。双極子モーメントは原点選択に注意（Q ̸= 0なら変わる）。

コンデンサーの静電エネルギー

U =
1

2
CV 2 =

Q2

2C
=

1

2
QV,

Cparallel =
εA

d

条件・使い方：平行板は端効果無視・一様媒質。定電圧/定電荷の力計算では電源の仕事に注意。

5.3 磁場・誘導・回路

Biot–Savart則

B(r) =
µ0

4π

∫
J(r′)× (r − r′)

|r − r′|3 d3r′

条件・使い方：定常電流、真空、無限遠の境界条件。

Faraday誘導の積分形

E =

∮
C

E · dl = −dΦB

dt
,

ΦB =

∫
S

B · dS

条件・使い方：固定閉曲線 C。移動する導体回路では一般に ∮
(E + v ×B) · dl。

インダクタンスと回路方程式

EL = −LdI
dt
, UL = 1

2
LI2,

LQ̈+RQ̇+Q/C = Vsrc(t)

条件・使い方：集中定数素子で L,R,C を定数とみなす。符号は起電力・電圧降下の定義に依存。

同軸線路の準静電近似

C′ =
2πε

ln(b/a)
, L′ =

µ

2π
ln(b/a),

v =
1√
L′C′

=
1

√
µε
,

Z0 =
√
L′/C′ =

1

2π

√
µ

ε
ln(b/a)

条件・使い方：内半径 a、外導体の内半径 b、完全導体・均質充填媒質の TEM線路。
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5.4 電磁波・Fresnel係数・導波管

平面波の分散とエネルギー流

E = ℜ{E0ei(k·r−ωt)},

k = ω
√
µε, H0 =

k ×E0

µω
,

⟨S⟩ = 1
2
ℜ(E0 ×H∗

0 )

条件・使い方：損失のない線形等方媒質。非真空では位相速度 v = 1/
√
µε。

正入射の電場反射係数

rE =
Z2 − Z1

Z2 + Z1
, tE =

2Z2

Z1 + Z2
,

R = |rE |2, T =
Z1

Z2
|tE |2

条件・使い方：損失のない媒質、Zj =
√
µj/εj > 0、電場の接線成分で定義。

Fresnel係数（非磁性・電場の接線成分）

rs =
n1 cos θi − n2 cos θt
n1 cos θi + n2 cos θt

,

r(tan)p =
n1/ cos θi − n2/ cos θt
n1/ cos θi + n2/ cos θt

条件・使い方：非磁性の透明媒質。p成分は接線電場の符号規約であり、全電場振幅を用いる教科書の表式と符号が異なることがある。

Snellの法則と全反射条件

n1 sin θi = n2 sin θt,

sin θc =
n2

n1
(n1 > n2)

条件・使い方：全反射時は透過媒質の法線方向波数が虚数となり、エバネッセント波を生む。

導体内の複素波数と表皮深さ

k2 = µεω2 + iµσω,

δ =

√
2

µσω
, E ∼ e−z/δ

条件・使い方：時間規約 e−iωt、良導体 σ ≫ ωε、z増加方向に減衰する枝を採用。

矩形導波管の遮断周波数

k2z =
ω2

v2
−

(mπ
a

)2

−
(nπ
b

)2

,

ωc = vπ
√

(m/a)2 + (n/b)2

条件・使い方：完全導体、断面 a× b、TE/TMモード。TMはm,n ≥ 1、TEは両方同時に 0不可。

双極子放射の角度分布

dP
dΩ

=
ω4|p0|2

32π2ε0c3
sin2 θ,

P =
ω4|p0|2

12πε0c3

条件・使い方：真空、電気双極子 p(t) = ℜ(p0e−iωt)、時間平均。
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Rayleigh散乱の振幅尺度

αsphere = 4πε0a
3 εr − 1

εr + 2
,

σsca =
k4|αsphere|2

6πε20

条件・使い方：小球 ka≪ 1、非磁性・無損失・非共鳴。入射媒質は真空。

5.5 Lorentz力・運動する荷電粒子

Lorentz力と荷電粒子の運動

F = q(E + v ×B),

ωc =
|q|B
m

, rL =
mv⊥
|q|B

条件・使い方：非相対論的・一様静磁場。速度垂直成分のみ円運動する。

一様な直交電磁場のドリフト

vE×B =
E ×B

B2

条件・使い方：E ⊥ B、一様場、非相対論的 guiding-center近似。電荷符号に依存しない。

正準運動量と Hamiltonian

pcan = mv + qA,

H =
(pcan − qA)2

2m
+ qϕ

条件・使い方：荷電粒子の速度mvと正準運動量を混同しない。

5.6 特殊相対論・電磁場の変換

Lorentz変換

t′ = γ
(
t− vx

c2

)
, x′ = γ(x− vt),

γ =
1√

1− v2/c2
, E2 − (pc)2 = m2c4

条件・使い方：等速運動する観測系への変換。最後は 4元運動量の不変量。

一様速度ブーストでの電磁場変換

E′
∥ = E∥, B′

∥ = B∥,

E′
⊥ = γ(E⊥ + v ×B),

B′
⊥ = γ

(
B⊥ − v ×E

c2

)
条件・使い方：プライム系が元の系に対して速度 vで運動する規約。並行・垂直は vに対して。

電磁場の Lorentz不変量

I1 = E2 − c2B2, I2 = E ·B

条件・使い方：真空中の場の変換検算に使える。値は慣性系で変わらない。
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5.7 解析力学・正規振動

Lagrange方程式と Hamilton方程式

d
dt
∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0,

pi =
∂L

∂q̇i
, H =

∑
i

piq̇i − L,

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi

条件・使い方：Legendre変換が可逆な正則 Lagrangianを仮定。

Poisson括弧

{f, g} =
∑
i

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
,

df
dt

= {f,H}+ ∂tf

条件・使い方：正準座標 {qi, pj} = δij。

Noetherの保存則

δL =
d
dt
F =⇒ Q =

∑
i

piδqi − F = const

条件・使い方：時間に依存しない連続対称変換の一次変分。時間並進ならエネルギー保存。

連成振動の固有値問題

M ẍ+Kx = 0,

Kuj = ω2
jMuj ,

uT
i Muj = δij

条件・使い方：M 正定値、K 対称。M−1K が通常の内積で対称とは限らない。

1自由度の強制振動

mẍ+ bẋ+ kx = F0 cosωt,

|xω| =
F0√

(k −mω2)2 + (bω)2

条件・使い方：定常解の振幅、過渡成分を無視した後。共鳴と品質係数を調べる入口。

5.8 中心力・散乱・剛体

中心力の有効ポテンシャル

E =
mṙ2

2
+ Veff(r),

Veff(r) = V (r) +
L2

2mr2
, L = mr2ϕ̇

条件・使い方：質点mの中心力問題。二体問題では換算質量を用いる。

中心力の散乱角

Θ = π − 2

∫ ∞

rmin

b dr
r2
√

1− b2/r2 − V (r)/E
,

dσ
dΩ

=
b

sinΘ

∣∣∣∣ dbdΘ
∣∣∣∣
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条件・使い方：無限遠で V → 0、入射相対運動エネルギー E = mv2∞/2、単一価の b(Θ)。多価なら枝ごとに和。

Rutherford散乱

dσ
dΩ

=
( κ

4E

)2 1

sin4(Θ/2)

条件・使い方：反発 Coulomb V (r) = κ/r、κ > 0、非相対論的古典散乱。

慣性モーメントと剛体運動

T = 1
2
ωT Iω,

L = Iω,
dL
dt

= τ

条件・使い方：慣性テンソルは慣性系/物体系のどちらで微分するか注意。物体系なら Euler方程式に ω ×Lが加わる。

Euler方程式（主軸系）

I1ω̇1 + (I3 − I2)ω2ω3 = τ1,

I2ω̇2 + (I1 − I3)ω3ω1 = τ2,

I3ω̇3 + (I2 − I1)ω1ω2 = τ3

条件・使い方：物体とともに回転する主軸座標系。

5.9 連続体・流体・波動

連続の方程式

∂tρ+∇ · (ρv) = 0

条件・使い方：質量保存。非圧縮かつ ρ定数なら∇ · v = 0。

Euler方程式と Bernoulli則

ρ(∂tv + v · ∇v) = −∇p− ρ∇Φ,

1

2
v2 +

∫
dp
ρ

+Φ = const

条件・使い方：粘性なし。Bernoulliは定常流の流線上。全空間で同じ定数になるには渦なし等の条件。

弦の波動

∂2
t y =

T

µ
∂2
xy, v =

√
T/µ,

ωn =
nπv

L

条件・使い方：両端固定・長さ L・張力 T・線密度 µ。

5.10 過去問の補助：冷たいプラズマ・運動する系

非磁化プラズマの横波分散

mẍ = −eE, J = −neẋ,

ω2
p =

ne2

mε0
, ω2 = ω2

p + c2k2

条件・使い方：一様・無衝突・電子のみ運動する冷たいプラズマ、固定イオン背景。ω < ωp は伝播せず減衰。
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低温プラズマの縦波

ε(ω) = 1−
ω2
p

ω2
,

ε(ω) = 0 =⇒ ω = ωp

条件・使い方：冷たい・無磁場・衝突なし・電子プラズマ縦振動。温度が有限なら圧力由来の k依存を生じる。

可変質量ロケットの速度増分

∆v = u ln
Mi

Mf

条件・使い方：外力なし・排気速度 uは機体に対して一定、非相対論的。一般の重力下では力による積分項を加える。
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6 解法選択の最短ルート（実戦索引）
6.1 問題文から最初に選ぶ式

現れた条件・キーワード 最初に書く式 まず確認すること
2準位・スピン 1/2・磁気共
鳴

H = h0I + h · σ 行列基底、駆動の時間依存

狭い障壁・デルタ井戸 ψ′ の跳躍条件 波動関数の連続、束縛/散乱の区別
周期ポテンシャル・バンド ψ(x+ a) = eikaψ(x) 単位胞、周期境界、許容 k

摂動 λV PV P または E
(1)
n , E

(2)
n 縮退の有無、摂動の小ささ

二段階遷移・二光子 ∫ t

t0
dt1

∫ t1
t0

dt2 中間状態、選択則、時間順序
ゆっくり変化する
Hamiltonian

断熱位相と非断熱結合 ギャップが閉じる場所はないか

球対称量子井戸・励起子 u = rRの動径方程式 正則性、球対称性、換算質量
散乱と透過 確率流比 T = jtrans/jin 波数/速度の比、WKB条件
独立粒子の熱力学 Z,Ξと ∂β lnZ 集団、固定する変数、縮退度
静的量子感受率 ∫ β

0
⟨δX(−ih̄u)δX⟩du 可換か非可換かを判定

外力で伸びる鎖 Hf = H0 − fL dU = TdS −XdLと混同しない
低温フェルミ粒子 Sommerfeld展開 固定 N か µか
Bose凝縮・トラップ Nex =

∫
g(ϵ)nBdϵ 基底エネルギー、状態密度

磁性・断熱消磁 S(T,B) = const 格子熱容量の有無
Ising鎖 Z = TrTN J < 0の符号交替と相関長
拡散・確率過程 ∂tp = −∂x(ap) +D∂2xp Ito/Stratonovich、端の流束
電荷分布・導体 Poisson方程式 /鏡像法 境界電位、導体の接地有無
媒質境界・電磁波 n×∆E = 0 接線成分の振幅規約
導波管・共振器 k2z = ω2/v2 − k2⊥ TE/TM、壁面境界条件
導体中の交流波 k2 = µεω2 + iµσω e−iωt 規約と減衰枝
磁場中の荷電粒子 mv̇ = q(E + v ×B) 電荷の符号、ドリフト・回転
連成振動・安定性 Ku = ω2Mu 質量行列の正定値性
中心力・古典散乱 Veff = V + L2/(2mr2) 転回点と衝突径数
線形微分方程式 特性根・因果 Green関数 境界条件、初期条件、減衰域
熱/波動方程式 Fourier変換・固有関数展開 無限区間か有限境界か
複素積分 留数定理 極の位置と大円弧の寄与
大きいパラメータ Laplace法・WKB 鞍点が内部か・転回点か

6.2 計算途中で行う 5つの検算
1. 単位：指数の中は無次元、遷移率の次元は s−1、状態密度は energy−1（状態数に対して）。
2. 符号： e−iωt の規約、ポテンシャルエネルギー qϕ、自由エネルギーの微分符号。
3. 極限： T → 0,∞、B → 0、λ→ 0、導体率 σ → 0、束縛のない極限。
4. 保存則： R+ T = 1、∫

|ψ|2 = 1、∂tρ+∇ · j = 0、エネルギーの出入り。
5. 適用条件：摂動の小ささ、断熱ギャップ、量子縮退、転回点、境界条件、状態数の数え方。

重要な学習ルール：公式を単純暗記せず、何を微分・変分・対角化・積分するかを言えるようにする。過去問で新しい設
定が出ても、最初に立てる方程式は多くの場合この章から選べる。

6.3 頻出の等号が成立する条件
• ∆x∆p = h̄/2はすべての状態ではなく、特定の最小不確定状態でのみ等号。
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• ⟨X2⟩ − ⟨X⟩2 = kBT ∂h⟨X⟩は古典または可換量子系の静的応答（H = H0 − hX）で直ちに成立。量子非可換
系では注意。

• σtot =
∫
|f |2dΩは散乱波の正規化と弾性散乱の定義を合わせる。

•
∮
E · dl = −dΦB/dtの回路移動では運動起電力を別途含める。

• ZN = ZN
1 /N !は古典的に希薄な識別不能粒子の理想気体極限。

• pV γ = constは理想気体・準静的断熱・熱容量一定が必要。
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7 重要公式の適用条件・符号規約（教科書校正版と統一）
この章は『東大院への物理』135ページ校正版で確定した訂正事項を反映する。既存の公式を使う前に、(1)記号の定義、
(2)何を固定して微分するか、(3)古典・量子可換性、(4)境界条件、の 4点を確認する。

7.1 外力と仕事：符号の二つの規約

圧力型の一般化力

dU = TdS −XdL,
Φ(T,X) = U − TS +XL,

dΦ = −SdT + LdX

条件・使い方：第一法則で −XdLと定義したときの Legendre変換。dΦを必ず微分で検算する。

外力結合した微視的 Hamiltonian

Hf = H0 − fL, Z(f) = Tr e−β(H0−fL),

F(T, f) = −kBT lnZ(f),
∂fF = −⟨L⟩

条件・使い方：微視的に f が Lに共役な外力であり、H0 は外力を加える前のエネルギー。+XLの Legendre変換と記号だけで同一視しな
い。

外力結合の線形応答

⟨L⟩ = 1

β
∂f lnZ,

∂f ⟨L⟩ = β Var(L) (可換系)

条件・使い方：Hf = H0 − fL、Lは f 非依存、古典系または [H0, L] = 0。一般の量子非可換系には下記の公式を適用。

セルフチェック：「引く外力」f を使う鎖ではHf = H0 − fLと書き、∂f ⟨L⟩ ≥ 0を確かめる。第一法則に −XdLとある
別規約なら、自然変数へ変換する符号は +XL。

7.2 量子の静的感受率：等時刻分散とは限らない

非可換量子系の虚時間 Kubo相関

χX =
∂⟨X⟩h
∂h

∣∣∣∣
h=0

, H(h) = H0 − hX,

χX =

∫ β

0

dλ ⟨δX(−ih̄λ) δX(0)⟩0,

X(−ih̄λ) = eλH0Xe−λH0 , δX = X − ⟨X⟩0

条件・使い方：有限次元・熱平衡の例。λはエネルギーの逆次元、上限 β。[H0, X] = 0のときだけ β Var(X)に簡約する。

二準位系による反例

H0 =
∆

2
σz, X = σx,

χX =
2

∆
tanh

(
β∆

2

)
,

β Var0(X) = β

条件・使い方：非可換系 [σz , σx] ̸= 0。β∆ → 0で両式は近づくが、低温では一致しない。
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非可換系のスペクトル表示

χX =
∑
n,m

pn − pm
Em − En

|Xnm|2,

pn =
e−βEn∑
j e

−βEj

条件・使い方：ゼロ分母は連続極限で扱い、縮退ブロック内の適切な基底・対角寄与を保持。Xnm = ⟨n|X|m⟩。

7.3 密度状態数・縮退度・次元

運動量空間から数えた状態数

N (ϵ) = gint
Vd

(2πh̄)d
Vol{p : ϵ(p) ≤ ϵ},

D(ϵ) =
dN
dϵ

条件・使い方：gint は内部縮退度、Vd は実空間体積、Dは状態密度（単位 1/エネルギー）。同じ文字 gを兼用しない。

一般の等方分散と低エネルギー状態密度

ϵ(k) = cs|k|s, cs > 0,

D(ϵ) =
gintVdSd−1

(2π)ds c
d/s
s

ϵd/s−1,

Sd−1 =
2πd/2

Γ(d/2)

条件・使い方：kは波数（p = h̄k）。cs と空間の面積・体積 Vd を区別。低エネルギーでの連続近似。

2次元自由 Fermi気体

D2D(ϵ) =
gintAm
2πh̄2 ,

ϵF =
2πh̄2N

gintAm

条件・使い方：Aは二次元系の面積（分散係数ではない）。二次分散・相互作用なし。

Bose凝縮の低エネルギー必要条件

D(ϵ) ∼ ϵd/s−1,

Nex(T, µ→ 0) ∼
∫
0

ϵd/s−1

eβϵ − 1
dϵ

条件・使い方：均一な自由粒子の理想気体なら d/s > 1で低エネルギー積分が収束。有限サイズ、相互作用、トラップは別に調べる。

7.4 反強磁性 Ising鎖と固有値の符号

1次元 Ising鎖の相関長（任意の結合符号）

⟨s0sr⟩h=0 =
(
tanhβJ

)r
,

ξ−1 = − ln |tanh(βJ)|

条件・使い方：J ̸= 0、熱力学極限、無外場。J < 0では (−1)r の交替があり、絶対値を取らない対数は実数でない。

転送行列の固有値から求める相関長

ξ−1 = − ln
∣∣∣∣λ−

λ+

∣∣∣∣ ,
λ−

λ+
= tanh(βJ) (h = 0)

条件・使い方：零磁場の 1次元最近接模型。外場があるときは連結相関と転送行列の固有モードを用いる。
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7.5 揺らぎ・確率分布を扱う時の例外

エネルギー分散と温度微分

CV =
⟨H2⟩ − ⟨H⟩2

kBT 2

条件・使い方：正準集団で Hamiltonianが T に陽に依存しない。温度依存の有効 Hamiltonianを置いたときは追加項を確かめる。

古典の一般化力の共分散

∂f ⟨A⟩f = β
(
⟨AL⟩f − ⟨A⟩f ⟨L⟩f

)
条件・使い方：Hf = H0 − fLで Aが f に直接依存しない古典模型。A = Lのとき分散を得る。

7.6 Blochバンドと弱摂動の無次元条件

周期デルタ列の第 1ギャップ

V (x) = g
∑
n∈Z

δ(x− na), q0 = π/a,

cos(ka) = cos(qa) +
mg

h̄2q
sin(qa),

∆E =
2|g|
a

[
1 +O

(
|mg|a
πh̄2

)]
条件・使い方：E > 0の分散表示。Zone端の弱結合十分条件は |mg|/(h̄2q0) = |mg|a/(πh̄2) ≪ 1。次元をそろえない |g| ≪ 1は不可。

一般の弱い周期ポテンシャル

VG =
1

a

∫ a

0

V (x)e−iGxdx,

∆EG ≃ 2|VG| （二準位が縮退する Bragg面）

条件・使い方：Bragg面の 2状態縮退摂動。遠くの準位との結合に比べ |VG|が小さい必要がある。

7.7 Fresnel係数・境界条件の採用規約

接線電場の振幅と光学アドミタンス

r =
Y1 − Y2

Y1 + Y2
, t =

2Y1

Y1 + Y2
= 1 + r,

R = |r|2, T =
ℜY2

ℜY1
|t|2

条件・使い方：損失なしで Yj > 0の場合は R+ T = 1。接線電場で定義した t。損失媒質での法線流束には ℜYj を用いる。

非磁性媒質の s/pアドミタンス

Ys =
n cos θ
Zvac

,

Yp =
n

Zvac cos θ
, Zvac =

√
µ0/ε0

条件・使い方：面内電場の接線成分で r, tを定義。p偏光の全電場振幅の定義とは符号・透過振幅の係数が異なる。

導体中の波の減衰方向

E(z, t) = ℜ
(
E0eikz−iωt

)
,

k2 = µϵω2 + iµσω,
ℑk > 0 (正の z方向に減衰)

条件・使い方：良導体近似 σ ≫ ωϵなら k ≈ (1 + i)/δ、δ =
√

2/(µσω)。
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7.8 固有時・散乱角・保存量の追加チェック

不変な固有時

dτ2 = dt2 − dx2

c2
,

dτ = dt
√

1− v2/c2

条件・使い方：Lorentz不変なのは dτ 全体で、√
1− v2/c2 という速度因子単独ではない。

中心力の散乱角と衝突径数

Θ = π − 2

∫ ∞

rmin

b dr
r2
√

1− b2/r2 − V (r)/E
,

dσ
dΩ

=
b

sinΘ

∣∣∣∣ dbdΘ
∣∣∣∣

条件・使い方：中心力、相対運動エネルギー E = mv2∞/2、V (∞) = 0、単一の散乱枝。散乱枝が複数あれば和を取る。
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8 過去問解法への橋渡し：途中式で確かめる 8例
8.1 例 1：非可換二準位系の感受率
設問型：二準位 Hamiltonianに外場を加え、零磁場での静的応答を求める。
出発： H(h) = ∆

2 σz − hσx。固有値は ±Ω、Ω =
√

(∆/2)2 + h2。
Z(h) = 2 cosh(βΩ),

⟨σx⟩h =
1

β

∂ lnZ
∂h

=
h

Ω
tanh(βΩ),

χx =
∂⟨σx⟩h
∂h

∣∣∣∣
0

=
2

∆
tanh

(
β∆

2

)
.

一方、⟨σ2
x⟩0 = 1、⟨σx⟩0 = 0より分散公式なら β となり一般に不一致。可換性の検査が先である。

8.2 例 2：独立二状態鎖の張力と伸長
1要素の射影 sja（sj = ±1）、全伸長 L = a

∑
j sj と外力 f に対し

Hf = −fL, ZN (f) = [2 cosh(βfa)]N ,

⟨L⟩ = 1

β
∂f lnZN = Na tanh(βfa),

∂f ⟨L⟩ = Nβa2 sech2(βfa) = β Var(L).

符号確認： f > 0なら平均伸長は正で増加する。Hf = +fLと置けば符号が逆になるため、外力の定義が必要。

8.3 例 3：Ising鎖の相関が交替する場合
零磁場、熱力学極限の転送行列の固有値は

λ+ = 2 coshK, λ− = 2 sinhK, K = βJ.

そのため
⟨s0sr⟩ =

(
λ−
λ+

)r

= (tanhK)r, ξ = − 1

ln | tanhK|
.

J < 0では tanhK < 0で、奇数距離の相関は負。絶対値は相関の包絡線にだけ用いる。

8.4 例 4：2次元状態密度と Fermiエネルギー
二次分散 ϵ = h̄

2
k2/(2m)の二次元面積を A、内部縮退度を gintとすると

N (ϵ) =
gintA
(2π)2

πk2 =
gintAm
2πh̄

2 ϵ,

D(ϵ) =
gintAm
2πh̄

2 , ϵF =
2πh̄

2
N

gintAm
.

検算： Dはエネルギーに依存しない。縮退度を 2倍にすると同じ粒子数の ϵF は半分になる。

8.5 例 5：周期デルタ列のバンド端の展開
V (x) = g

∑
n δ(x− na)。q0 = π/aで k = π/a、qa = π + ηと書くと

−1 = cos(qa) +
mg

h̄
2
q
sin(qa)

= −1 +
η2

2
− α0η +O

(
η3, α0η

2
)
, α0 =

mg

h̄
2
q0
.

一方の解は η = 0、もう一方は η ≃ 2mg/(h̄
2
q0)。したがって

∆E ≃ 2|g|
a

,
|mg|a
πh̄

2 ≪ 1（展開の十分な弱結合条件）.

ギャップ幅の結果だけを暗記せず、無次元の小パラメータを確認する。高次項の次数は無次元変数 η, α0 で数え
る。
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8.6 例 6：Fresnelの接線電場での反射・透過
境界面で Et,∥ = Ei,∥ + Er,∥、かつ接線磁場連続を用いる。波の正向きに対するアドミタンス Yj に対し

1 + r = t, Y1(1− r) = Y2t,

r =
Y1 − Y2
Y1 + Y2

, t =
2Y1

Y1 + Y2
.

損失なしなら R = |r|2、T = (Y2/Y1)|t|2。検算： R+ T = 1。p偏光の全電場振幅を用いた別規約とは符号と定義
を照合する。

8.7 例 7：鏡像法の力とエネルギーの二分の一
接地導体平面から高さ aにある点電荷 qに対して鏡像電荷 −qを距離 2aに置くと

Fz = − q2

4πε0(2a)2
= − q2

16πε0a2
,

U(a) = −
∫ a

∞
Fz(a

′) da′ = − q2

16πε0a
.

鏡像電荷を実在する別粒子とみなして qϕimageを丸ごと数えると、エネルギーを 2倍に誤る。正しい誘起エネルギ
ーは 1

2qϕimageである。

8.8 例 8：低温 Fermi気体の粒子数固定
三次元自由 Fermi気体の状態密度 D(ϵ) = C

√
ϵ、Sommerfeld展開より

N =
2C

3
µ3/2 +

π2C

12
(kBT )

2µ−1/2 +O(T 4),

µ(T ) = ϵF

[
1− π2

12

(
kBT

ϵF

)2

+O(T 4)

]
.

注意： N 固定の問題では化学ポテンシャル µを ϵF のまま固定せず、T 2 補正まで求める。

8.9 最後に：問題を見たときの選択表

設問の特徴 最初に使う操作 代表的な検算
2× 2スピン行列 Pauli分解・固有値・行列指数 U †U = I

自由エネルギーの外場微分 H(h)の符号と ∂h lnZ χ ≥ 0（安定平衡）
量子磁化率 [H0, X]を先に計算 高温極限の分散
格子系の相関 転送行列の固有値比 |λ−/λ+| < 1

Bose/Fermi粒子 状態密度と基底の扱い 粒子数の単位
導体・誘電体の境界 接線 E,H と法線 D,B エネルギー流保存
大きなパラメータ Taylor/WKB/Laplaceの近似 無次元の小量
静電場の像電荷 境界電位・力積分 F = −dU/da
散乱角 保存エネルギー・角運動量 V → 0で直進

公開・引用について：この公式集は大学の公式資料ではなく、原題の文章を転載した問題集でもない。掲載する年度別
索引は学習補助であり、100学習枠は実際の試験大問数を意味しない。式には適用条件があり、全公式の逐次独立査読は
今後の課題である。
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9 年度別主題索引・資料の範囲
本編の公式は標準的な学部物理の公式を独自に整理したもので、東京大学の公開過去問題から問題文を転載した
ものではない。次の年度別索引は既存の過去 25年度の作業用主題台帳を引き継いでおり、原題のすべての設問
を精査したものではない。年度と試験実施年のずれにも注意する。
公式の参照に使う順序：年度別主題を見つける→分野の該当節へ進む→数式の条件を読む→詳細な導出は別
冊『東大院への物理』（2026年 10月 14日校正版）で確認する。

量子力学（主題索引：年度順）

年度 作業用の主題分類
2026 周期デルタ関数とバンドギャップ
2025 時間依存摂動と二光子遷移
2024 スクイーズド状態
2023 2次元調和振動子
2022 最小不確定状態
2020 二準位測定・Bell型相関
2019 調和振動子と四次摂動
2018 断熱近似
2017 二粒子振動子と自由波束
2016 磁束中の電子とゼロモード
2015 円周上のデルタ関数ポテンシャル
2014 水素原子・Landau準位・正準変換
2013 量子調和振動子・コヒーレント状態
2012 スピンと磁気共鳴
2011 分離型ポテンシャル
2010 無限深井戸と中央デルタ障壁
2009 スピン 1/2と量子相関
2008 2次元等方調和振動子
2007 角運動量の量子化
2006 無限深井戸と一次摂動論
2005 有限井戸と共鳴透過
2004 量子調和振動子
2003 井戸の拡張と断熱定理
2002 1次元調和振動子・コヒーレント状態
2001 有限井戸の束縛状態・浅い引力井戸

統計力学（主題索引：年度順）

年度 作業用の主題分類
2026 高分子鎖と Ising模型
2025 調和トラップ中の Bose気体
2024 理想気体と吸着平衡
2023 Dirac電子・低温比熱
2022 Bose凝縮と磁場
2020 古典理想気体・Fermi統計
2019 2方向スピン模型・転送行列
2018 古典理想気体・有限箱 Bose気体
2017 反強磁性 Ising模型
2016 連成振動子とフォノンの低温比熱
2015 高分子鎖と揺らぎ・応答
2014 2次元 Fermi気体・2バンド
2013 3次元理想 Bose気体・断熱磁場変化
2012 剛体回転子・オルト／パラ水素
2011 三角スピン模型・Brillouin関数
2010 2状態鎖状分子とエントロピー
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年度 作業用の主題分類
2009 Fermi・Bose統計と大分配関数
2008 3状態分子と揺らぎ・応答
2007 相互作用スピン対の磁化率
2006 黒体放射と Planck分布
2005 自由電子気体と熱電子放出
2004 2状態鎖状分子・張力・Gibbs自由エネルギー
2003 二元合金・平均場・Landau展開・相分離
2002 鎖状高分子・エントロピー弾性と電場
2001 周期 1次元 Ising模型・分配関数

電磁気学・力学（主題索引：年度順）

年度 作業用の主題分類
2026 荷電質点・磁場・回転する管
2025 静電場・Poisson方程式・鏡像法
2024 Rayleigh散乱・光ピンセット
2023 双極子・四重極子・相互作用
2022 電磁波・Fresnel係数・全反射
2020 同軸ケーブル・TEMモード
2019 重力波による連星運動の減衰
2018 電気双極子の放射・干渉
2017 二重振り子・固有モード移行
2016 相対論的ロケット・固有加速度
2015 運動する電荷と Lorentz変換
2014 導体の表皮効果・電力反射率
2013 電磁ポテンシャル・荷電粒子・ゲージ変換
2012 束縛電子の強制振動と誘電体分散
2011 電磁場中の荷電粒子・不均一磁場
2010 導体内の電磁波・平行導体
2009 弾性散乱・2体中心力運動
2008 矩形導波管のモードと遮断周波数
2007 回転系の制限 3体問題
2006 平面電磁波・真空のMaxwell方程式
2005 スイングバイ・重力の中心力散乱
2004 光電場下の電子の運動・電場エネルギー
2003 同軸・偏心導線と接地円筒
2002 誘電界面での電磁波の反射・屈折
2001 一定固有加速度で運動するロケット

数学（主題索引：年度順）

年度 作業用の主題分類
2026 冪零行列・行列指数／特性曲線
2025 Pauli行列／直交多項式
2024 Fourier変換／固有値
2023 留数定理／行列指数
2022 複素積分／階数 1摂動・安定性
2020 移流拡散／巡回行列
2019 Hermite行列・SU(3)／スペクトル ζ
2018 最小ノルム解／非線形方程式
2017 Laplace変換／回転
2016 行列漸化式／非線形波動
2015 Cayley–Hamilton／熱核
2014 常微分方程式／巡回行列
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年度 作業用の主題分類
2013 Vandermonde／偏微分方程式
2012 Pauli行列／連立 PDE
2011 反交換行列／ Green関数
2010 最急降下法／波動方程式
2009 実対称行列／二準位
2008 3次元回転／ Hermite多項式
2007 回転・Vandermonde／複素解析
2006 スペクトル分解／変分法
2005 ユニタリ行列／ Fokker–Planck
2004 多項式の線形写像／熱方程式
2003 外積・回転／球対称波動
2002 実対称行列／ Laplace方程式
2001 部分空間／ Bessel／減衰振動

9.1 古い年度と公開原題の扱い
1993～2000年度入学分の資料には、現在と出題形式が異なる選択式の専門問題・一般問題が含まれる。本書では
二重井戸、プラズマ分散、断熱消磁、同種フェルミ粒子、球形有限井戸、WKB、矩形導波管などの解法に共通す
る公式を収録した。問題数や出題確率をそのまま近年と比較しない。
参考ページ（2026年 10月 14日時点の参照先）：
https://www.phys.s.u-tokyo.ac.jp/about/147/
https://www.phys.s.u-tokyo.ac.jp/g_info/49259/
https://akinomyoga.github.io/ributsu-inshi-kakomon/

利用上の注意：出題範囲・試験制度・持ち込み可否等は受験年度の正式な募集要項・案内を優先。本書を試験に
持ち込めるとの保証はない。内容は自習用、第 2版。全小問の照合や完全査読は未了。
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