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本書の使い方
本書は東京大学大学院理学系研究科物理学専攻の公開試験問題・出題分野を参考に独立に作成した予想演
習である。大学公表の問題や模範解答の転載ではない。実際の出題を予告・保証するものでもない。
第 1～3集と重なりにくい模型を採用し、式の導出、保存則、境界条件、近似の妥当性を中心に問う。第 1～
4回の全小問と第 5回の 20小問中 19小問は標準学部物理の適用、第 5回第 1問 (5)のみを幾何学的位相の
＋ α問題とする。

試験構成と注意

専攻の公表資料では 2027年度入学試験（2026年実施）の専門科目は数学 1問・物理 3問の計 4問必
答、試験時間 240分。本書はその構成を参考にするが、独自の解答・難度・配点である。
https://www.phys.s.u-tokyo.ac.jp/g_info/49259/

実施手順：「問題編」の第 1問～第 4問を 240分で解き、制限時間後に「詳解編」で検算する。公式を暗記
するだけでなく、式の各項の単位・符号・極限を必ず確認する。

第 1～3集と異なる重点題材
水素原子の変分法・Stark効果、単一サイトの局所相互作用、Debye–Hückel遮蔽、伝導シート、Airy関数、密
度の異なる弦、初帰還確率、周波数以外を急変させる調和振動子、回転系の統計、Paulトラップ、非線形振
動子の周波数補正、有限系の一次相転移、複屈折、特異摂動・境界層などを扱う。
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第 1回｜変分原理・局所相互作用・誘電体への力・臨界漸近

本書独自の模試条件：4大問必答／ 240分／各大問 100点換算。各大問は 5小問。難度や配点は東京
大学の公式指定ではありません。

第 1回　第 1問　水素型原子の変分法と遮蔽【量子力学】

質量 m、電荷 −e の粒子が、固定された電荷 +Ze から Coulomb 引力 V (r) = −Ze2/(4πε0r) を受ける。
κ = Ze2/(4πε0) > 0、a > 0 とし、実試行波動関数を ψa(r) = Cae−r/a とする。最後に小さい遮蔽
δV (r) = ηκ(1− e−r/λ)/r（|η| ≪ 1, λ > 0）を加える。

(1) 波動関数を規格化して Ca を決めよ。

(2) 運動エネルギーと Coulombポテンシャルの期待値を求めよ。

(3) ⟨H⟩a を最小にする a∗ と変分エネルギー E∗ を求めよ。

(4) 最小点での virial関係 2⟨T ⟩ = −⟨V ⟩を確認せよ。

(5) 最適状態に対する δV の一次補正を積分で計算し、λ→ ∞での極限を示せ。
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第 1回　第 2問　相互作用する単一サイトの二種フェルミ粒子【統計力学】

一つのサイトに ↑, ↓のフェルミ粒子がそれぞれ 0個または 1個存在できる。二粒子が同時にいる場合のみエ
ネルギー U > 0を要する。化学ポテンシャル µ、温度 T として、n = n↑ + n↓、D = n↑n↓ を定義する。

(1) 4つの微視状態を列挙し、大分配関数 Ξを求めよ。

(2) 平均粒子数 ⟨n⟩と二重占有率 ⟨D⟩を求めよ。

(3) 粒子数揺らぎ Var(n)を ⟨n⟩, ⟨D⟩で表せ。

(4) 等温感受率 ∂⟨n⟩/∂µと揺らぎの関係を示せ。

(5) µ = U/2で ⟨n⟩ = 1を示し、T → 0の二重占有率を求めよ。
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第 1回　第 3問　平行平板コンデンサーに挿入する誘電体【電磁気学】

長さ L、幅 w、極板間隔 d ≪ L,wの平行平板コンデンサーに、比誘電率 εr > 1の誘電体板を横から長さ x

（0 ≤ x ≤ L）だけ挿入する。誘電体と真空の領域は面積方向に並列、縁効果は無視できる。面積 A = wL。

(1) 静電容量 C(x)を求め、並列接続となる理由を説明せよ。

(2) 電圧 V 固定で、真空部と誘電体部の電場 E および Dを求めよ。

(3) 総電荷 Q固定の静電エネルギー UQ(x)と挿入力 FQ を求めよ。

(4) 電圧 V 固定時に電源の仕事を含むポテンシャルを選び、挿入力 FV を求めよ。

(5) いずれの条件でも誘電体が吸い込まれることを示し、εr → 1での極限を確認せよ。
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第 1回　第 4問　四次の臨界鞍点と Laplace積分【数学】

大きな実数 N > 0と実数 tに対して

IN (t) =

∫ ∞

−∞
exp

[
−N

(
x4

4
+
tx2

2

)]
dx

を考える。必要な Gamma関数は Γ(s) =
∫∞
0
ys−1e−y dyで定義する。

(1) t > 0固定で N → ∞の先頭漸近形を求めよ。

(2) t = 0の積分を Gamma関数で厳密に評価せよ。

(3) t < 0固定で極小点を調べ、先頭漸近形を求めよ。

(4) t = sN−1/2 での厳密なスケーリング表示を求めよ。

(5) t = 0の分布で ⟨x2⟩を求め、t > 0の Gaussianスケーリングと比較せよ。
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第 2回｜縮退 Stark効果・遮蔽・薄膜境界条件・初到達

本書独自の模試条件：4大問必答／ 240分／各大問 100点換算。各大問は 5小問。難度や配点は東京
大学の公式指定ではありません。

第 2回　第 1問　水素原子 n = 2の線形 Stark効果【量子力学】

水素原子の n = 2準位を、スピンと微細構造を無視して考える。+z向きの一様静電場 E を印加し、電子の
摂動を H ′ = eEzとする。Bohr半径を a0 とし、必要に応じて次を用いよ（C = 1/(4

√
2πa30)）：

ψ200 = C(2− r/a0)e−r/(2a0), ψ210 = C(r/a0)e−r/(2a0) cos θ.

(1) 偶奇性と角運動量から、n = 2部分空間で非零となる zの行列要素を判定せよ。

(2) ⟨200|z|210⟩を計算せよ。∫∞
0
rne−r/a0 dr = n!an+1

0 を使ってよい。

(3) 縮退摂動行列を対角化し、一次エネルギー分裂と固有状態を求めよ。

(4) n = 1の非縮退基底状態で一次補正がゼロとなる理由を述べよ。

(5) 2s, 2p0 に小さい無摂動エネルギー差 ∆ > 0がある場合の正確な 2× 2固有値と、弱電場での低い準位
の二次補正を求めよ。
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第 2回　第 2問　 Debye–Hückel遮蔽と電解質【統計力学】

誘電率 εの一様媒質に価数 ±1のイオンが各平均密度 n0 で存在する。各イオンの電荷は ±e、温度は T、静
電ポテンシャルは ϕである。希薄な古典平衡で n±(r) = n0 exp[∓βeϕ(r)]、β = (kBT )

−1とする。原点に試験
電荷 Qを置く。

(1) |βeϕ| ≪ 1で誘起電荷密度を線形化せよ。

(2) Poisson方程式から遮蔽定数 κD を求めよ。

(3) r > 0での球対称ポテンシャルを求め、原点の電荷を満たす係数を決めよ。

(4) 誘起電荷の空間積分が −Qであることを確かめよ。

(5) 裸の Coulombポテンシャルとの差を利用して、試験電荷の遮蔽による過剰エネルギー 1
2Qϕind(0)を求

め、近似条件を述べよ。
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第 2回　第 3問　導電性二次元シートでの電磁波の反射【電磁気学】

真空中 z = 0に、複素シート伝導率 σs(ω)の極薄膜を置く。z < 0から +z へ進む x偏光平面波を垂直入射
し、時間依存を e−iωtとする。真空インピーダンス Z0 =

√
µ0/ε0。表面電流はKx = σsEx(0)、入射・反射・

透過電場振幅比を r, tとする。

(1) 電場の接線連続性から r, tの関係を求めよ。

(2) 磁場の跳び条件から r, tを Z0σs で表せ。

(3) 実正の σs に対する反射率 R、透過率 T、吸収率 Aを求めよ。

(4) σs が実正の場合に吸収率の最大値とその条件を求めよ。

(5) σs(ω) = n2De
2τ/[m(1− iωτ)]の Drude模型で Reσs > 0を示し、一般の複素伝導率の Aを表せ。
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第 2回　第 4問　ドリフト拡散の境界到達確率【数学】

0 < Xt < Lで dXt = v dt+
√
2D dWt（D > 0）に従う粒子を考える。x = 0, Lは吸収境界とする。Wt は標

準 Brown運動で、vは実定数。p(x)は初期位置 xから先に Lに達する確率、τ(x)はどちらかの端に達する
までの平均時間とする。

(1) 微小時間の後退方程式から生成作用素 Lを求めよ。

(2) Lp = 0と境界条件を解き、v ̸= 0の p(x)を求めよ。

(3) v → 0の極限を計算せよ。

(4) Lτ = −1と境界条件を解き、v ̸= 0の τ(x)を p(x)で表せ。

(5) v → 0で τ(x) = x(L− x)/(2D)を得て、Dの次元を検算せよ。
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第 3回｜量子三角井戸・波の界面・初帰還の統計

本書独自の模試条件：4大問必答／ 240分／各大問 100点換算。各大問は 5小問。難度や配点は東京
大学の公式指定ではありません。

第 3回　第 1問　重力型量子井戸と Airy関数【量子力学】

半直線 x > 0で質量mの粒子が線形ポテンシャル V (x) = Fx（F > 0）に束縛される。x = 0は無限に高い
壁とし ψ(0) = 0、無限遠で規格化可能とする。Airy関数 Ai(u)は y′′(u) = uy(u)の減衰解とする。

(1) 長さ ℓ = (h̄
2
/2mF )1/3 を導入し Schrödinger方程式を Airy方程式に変換せよ。

(2) Ai(−an) = 0（0 < a1 < a2 < · · ·）を用い、束縛エネルギー En を求めよ。

(3) 固有関数を規格化せよ。∫∞
−an

Ai(u)2 du = Ai′(−an)2 を使ってよい。

(4) Hellmann–Feynman定理で ⟨x⟩n を求め、virial定理を確認せよ。

(5) WKB量子化を用いて大きな nにおける anの漸近式を導け。硬い壁の位相を含む条件は
∫ E/F

0
p(x) dx =

πh̄(n− 1/4)とする。
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第 3回　第 2問　二準位の多重度を持つ Schottky系【統計力学】

独立な N 個のサイトは、基底エネルギー 0（縮退度 1）と励起エネルギー ∆ > 0（縮退度 g ≥ 1）のどちら
かを取る。サイト間相互作用を無視する。β = (kBT )

−1 とする。

(1) 正準分配関数 ZN を求めよ。

(2) 励起占有率 pと内部エネルギー U を求めよ。

(3) 熱容量 CV とエネルギーの分散を求め、関係 Var(E) = kBT
2CV を検算せよ。

(4) T → 0と T → ∞での CV の振る舞いを求めよ。

(5) g = 1のとき CV の極大条件を無次元変数 u = ∆/(kBT )で導き、極大温度が T ∼ ∆/kB となる理由を
説明せよ。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 3回　第 3問　異なる線密度を持つ弦の振動【古典力学】

長さ L の両端固定弦に張力 T > 0 が一様に掛かっている。左半分 0 < x < L/2 は線密度 µ1、右半分
L/2 < x < Lは線密度 µ2（ともに正）とする。小振幅横変位を y(x, t)とする。

(1) 各領域の波動方程式と速度 ci を求め、界面条件を列挙せよ。

(2) 正規モードの各領域の解を構成し、許される角振動数 ωの行列式条件を導け。

(3) µ1 = µ2 のとき通常の弦の固有振動数を再現せよ。

(4) 無限界面に左から入射する波の反射振幅 rと透過振幅 tを求めよ。

(5) エネルギー流を用い、反射率と透過率の和が 1になることを示せ。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 3回　第 4問　一次元ランダムウォークの初帰還【数学】

整数格子上を Sn =
∑n

j=1 ξj で動く対称ランダムウォークを考える。ξj = ±1は各確率 1/2で独立、S0 = 0。
原点への初帰還時刻を T0 = min{n ≥ 1 : Sn = 0}とする。

(1) 偶数時刻 2nで原点にいる確率 u2n を求めよ。

(2) 特性関数 ⟨eikSn⟩を求め、平均・分散を計算せよ。

(3) 原点帰還確率の生成関数 U(z) =
∑

n≥0 P (Sn = 0)zn を求めよ。

(4) 初帰還確率の生成関数 F (z) =
∑

n≥1 P (T0 = n)zn を求めよ。

(5) P (T0 = 2n)を二項係数で表し、n→ ∞の漸近形を求めよ。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 4回｜量子変位クエンチ・回転統計・Paulトラップ・非線形振動

本書独自の模試条件：4大問必答／ 240分／各大問 100点換算。各大問は 5小問。難度や配点は東京
大学の公式指定ではありません。

第 4回　第 1問　調和振動子の突然の中心移動【量子力学】

粒子は初め Hi = p2/(2m) + mω2x2/2 の基底状態にある。t = 0 に中心が距離 d だけ突然動き、Hf =

p2/(2m) +mω2(x− d)2/2となる。ω自体は変化しない。S = mωd2/(2h̄)と置く。

(1) Hi,Hf のエネルギー固有値と固有状態の関係を述べよ。

(2) クエンチ直後の波束を Hf の固有状態で展開し、励起量子数 nの測定確率 Pn を求めよ。

(3) ⟨n⟩と Var(n)を求めよ。

(4) クエンチによる平均仕事 ⟨Hf ⟩ − ⟨Hi⟩を二通りで計算せよ。

(5) 初期状態への戻り確率 |⟨0i|e−iHf t/h̄|0i⟩|2 を求めよ。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 4回　第 2問　二次元回転トラップ中の古典気体【統計力学】

二次元 (x, y)で質量 mの非相互作用古典粒子 N 個を、等方調和トラップ V = mω2
0r

2/2に閉じ込める。角
速度 Ωで回る座標系の HamiltonianはHrot = p2/(2m) +mω2

0r
2/2−ΩLz である。|Ω| < ω0で、量子統計効果

を無視する。

(1) 運動量の平方完成をして安定条件を説明せよ。

(2) 平面の位相空間積分から一粒子分配関数 Z1 を求めよ（測度 d2r d2p/h2）。

(3) 区別できない N 粒子の ZN を求めよ。

(4) 平均角運動量 ⟨Lz⟩と一粒子の ⟨r2⟩を求めよ。

(5) Lz の分散と、|Ω| → ω0 で分配関数が発散する意味を説明せよ。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 4回　第 3問　高周波 Paulトラップの有効ポテンシャル【電磁気学・力学】

平面上のイオン（質量m、電荷 q）が電位

ϕ(x, y, t) =
V0 cos(Ωt)

2r20
(x2 − y2)

の下で運動する。電磁波の遅延や磁気力は無視できるとする。a = qV0/(mr
2
0)（符号付き）と置き、|a|/Ω2 ≪ 1

を仮定する。

(1) 電位が真空中の Laplace方程式を満たすことを確かめよ。

(2) x, yの運動方程式を求めよ。

(3) 遅い座標 X,Y と速い微小振動 ξx, ξy に分け、速い成分を先頭次数で求めよ。

(4) 高周波平均から遅い運動の周波数 ωsecを求めよ。

(5) 有効ポテンシャルを求め、その適用条件と静電場のみでの閉じ込めとの差を説明せよ。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 4回　第 4問　 Duffing振動子の永年項と周波数補正【数学】

初期条件 x(0) = A > 0, ẋ(0) = 0の非線形振動子

ẍ+ ω2
0x+ ϵx3 = 0, ω0 > 0, |ϵ|A2 ≪ ω2

0

を考える。

(1) 保存エネルギーを求め、初期エネルギーを書け。

(2) x = x0 + ϵx1 + · · · として零次解と x1 の方程式を求めよ。

(3) x1 の永年項（t sinω0tに比例）を求めよ。

(4) Lindstedtの考え方で ω = ω0 + ϵω1 + · · · を導き、ω1 を求めよ。

(5) 周期 T の一次補正と近似の適用限界を説明せよ。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 5回｜断熱スピン・一次転移・複屈折・境界層

本書独自の模試条件：4大問必答／ 240分／各大問 100点換算。各大問は 5小問。難度や配点は東京
大学の公式指定ではありません。

第 5回　第 1問　回転磁場中のスピンと幾何学的位相【量子力学】

スピン 1/2の HamiltonianがH(t) = −∆
2 n(t) · σ（∆ > 0）で与えられる。n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)は

単位ベクトル。θは一定、φが 0から 2πへゆっくり一周する。Pauli行列の標準表示を用いる。

(1) 固有エネルギーと基底状態の正規化 spinorを求めよ。

(2) 基底状態での ⟨σ⟩を求めよ。

(3) 動的位相 −
∫
E dt/h̄を求めよ。

(4) 断熱条件を φ̇, θ,∆から評価せよ。

(5)【＋ α】Berry接続 Aφ = i⟨+|∂φ+⟩と、一周の幾何学的位相を求めよ。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 5回　第 2問　有限系の一次相転移とエネルギー揺らぎ【統計力学】

粒子N 個の大きい系で、互いに区別された二つの巨視的相 A,Bのみが競合している。相 i = 1, 2の全エネル
ギーは Nei、状態数は exp(Nsi/kB)と近似できる。e2 > e1, s2 > s1 で、ei, si は温度によらない定数とする。

(1) 正準分配関数 ZN を二項で書け。

(2) 二相の統計的重みが等しくなる温度 Tc を求めよ。

(3) 相 2の確率 p2(T )と内部エネルギー U(T )を求めよ。

(4) エネルギー分散と熱容量を求め、T = Tc での N 依存を調べよ。

(5) 転移の温度幅が O(N−1)となること、潜熱の N 依存を説明せよ。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 5回　第 3問　複屈折位相板と偏光測定【電磁気学】

反射・吸収が無視できる理想的な位相板を考える。厚さ d、主軸の屈折率 nx, ny を通る x・y偏光の波は、振
幅を変えず位相だけを得るとする。入射 JonesベクトルはEin = E0(1, 1)

⊤/
√
2。時間因子は e−iωt、光速は c。

(1) 出射 Jonesベクトルを全体位相を除いて表せ。

(2) 相対位相 δを ω, d, ny − nx で表せ。

(3) S0 = |Ex|2 + |Ey|2, S1 = |Ex|2 − |Ey|2, S2 = 2Re(E∗
xEy), S3 = 2 Im(E∗

xEy)を求めよ。

(4) 出射光が直線偏光、円偏光になる δの条件を述べよ。

(5) 透過軸と x軸が角 αをなす理想偏光子の後の強度比 I(α)/I0 を求めよ。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 5回　第 4問　特異摂動と境界層の幅【数学】

小さな ϵ > 0に対して境界値問題

ϵy′′(x) + y′(x) = 0 (0 < x < 1), y(0) = 0, y(1) = 1

を考える。

(1) ϵ > 0での厳密解を求めよ。

(2) ϵ→ 0+ における外部解（x > 0固定）と境界条件との矛盾を説明せよ。

(3) X = x/ϵを用いて内部解（境界層解）を求めよ。

(4)
∫ 1

0
y(x) dxの厳密式と ϵ→ 0+の漸近形を求めよ。

(5)
∫ 1

0
[y′(x)]2 dxを求め、境界層の幅が O(ϵ)であることを定量化せよ。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 1回｜詳解：変分・局所状態・誘電体力・臨界漸近

第 1回　第 1問の解答　水素型原子の変分法

(1) 3次元球対称積分で
1 = 4π|Ca|2

∫ ∞

0

r2e−2r/a dr = 4π|Ca|2
a3

4
.

したがって位相を実正に選ぶと Ca = (πa3)−1/2 。

(2) ∇ψa = −r̂ψa/a。部分積分で ⟨T ⟩ = (h̄
2
/2m)

∫
|∇ψa|2 d3r = h̄

2
/(2ma2) 。また ⟨r−1⟩ =

(4/a3)
∫∞
0
re−2r/a dr = 1/aなので ⟨V ⟩ = −κ/a 。

(3) E(a) = h̄
2
/(2ma2)− κ/a。E′(a) = −h̄2/(ma3) + κ/a2 = 0から

a∗ =
h̄
2

mκ
, E∗ = −mκ

2

2h̄
2 .

E′′(a∗) > 0。この特別な試行関数族は Coulomb基底状態そのものを含むため、変分上限は実際の基底
エネルギーに一致する。

(4) a = a∗ で 2⟨T ⟩ = h̄
2
/(ma2∗) = κ/a∗ = −⟨V ⟩。1/r型ポテンシャルの virial定理に一致する。

(5) 任意の aで 〈
e−r/λ

r

〉
=

4

a3
1

(2/a+ 1/λ)2
=

1

a

(
1 +

a

2λ

)−2

.

ゆえに一次補正は
∆E(1) = η

κ

a∗

[
1−

(
1 +

a∗
2λ

)−2
]
.

λ→ ∞では ∆E(1) ∼ ηκ/λ→ 0。ηが小さい限り固有状態の変化による補正は次の次数となる。

検算・適用条件
変分法は試行空間の最小値が厳密基底エネルギーの上界となる方法。本問で等号となるのは指数関
数が厳密固有関数であるため。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 1回　第 2問の解答　相互作用する単一サイト

(1) 状態は |0⟩, | ↑⟩, | ↓⟩, | ↑↓⟩で (n,E) = (0, 0), (1, 0), (1, 0), (2, U)。z = eβµ、u = e−βU と置くと

Ξ = 1 + 2z + z2u .

(2) ⟨n⟩ = β−1∂µ lnΞ、二重占有は最後の状態の確率なので

⟨n⟩ = 2z + 2z2u

Ξ
, ⟨D⟩ = z2u

Ξ
.

(3) n2 = n+ 2Dは各微視状態で厳密に成り立つ。よって

Var(n) = ⟨n⟩+ 2⟨D⟩ − ⟨n⟩2 .

(4) ∂µ⟨n⟩ = ∂2µ(lnΞ)/β = β(⟨n2⟩ − ⟨n⟩2)。nは占有数でエネルギーと可換なので

∂⟨n⟩
∂µ

= β Var(n) ≥ 0 .

(5) µ = U/2なら z2u = 1で Ξ = 2+2z、⟨n⟩ = (2z+2)/(2+2z) = 1 。⟨D⟩ = 1/[2(1+eβU/2)] → 0（T → 0）。
このとき単一占有 2状態が残る。

検算・適用条件
χ = β Varが正しいのはここでは粒子数演算子が Hamiltonianと可換だからである。非可換量子演算子
一般では虚時間相関が必要。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 1回　第 3問の解答　誘電体に働く力

(1) 両領域は同じ極板間電圧を共有するため並列接続。真空部C0 = ε0w(L−x)/d、誘電体部Cd = ε0εrwx/d

だから
C(x) =

ε0w

d
[L+ (εr − 1)x] .

(2) 縁効果を無視すると E = V /dは両領域で等しく、Dvac = ε0V /d、Ddie = ε0εrV /d。各部の自由電荷は
Dに面積を掛けたもので和は Q = CV。

(3) 外部回路を切り離すと UQ = Q2/(2C)。力はエネルギー減少の方向なので

FQ = − ∂

∂UQ
x =

Q2

2C(x)2
ε0w(εr − 1)

d
> 0.

(4) 電圧固定では電源が dWbat = V dQを行う。力を出すべきポテンシャルは Ucap − V Q = −CV 2/2。よっ
て

FV =
V 2

2

∂

∂C
x =

ε0w(εr − 1)V 2

2d
.

蓄積エネルギー CV 2/2を単独で微分すると符号を間違える。

(5) 両者とも εr > 1 で F > 0 となり挿入方向へ引かれる。εr → 1 では ∂C/∂x → 0 なので力がゼロ。
Q = CV で比較すると同じ瞬間の状態では FQ = FV だが、移動中に固定する変数が異なる。

検算・適用条件
固定電荷では蓄積エネルギー、固定電圧では電源を含む Legendre変換後のポテンシャルを微分する。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 1回　第 4問の解答　四次鞍点の漸近

(1) t > 0では唯一の極小が x = 0で ϕ′′(0) = t。x = O(N−1/2)と見ると四次項は高次なので

IN (t) ∼
√

2π

Nt
(t > 0) .

必要なら四次項の Gaussian平均から相対補正は −3/(4Nt2) +O(N−2)。

(2) t = 0では y = Nx4/4の置換により
IN (0) =

Γ(1/4)√
2N1/4

.

N−1/4 であり、二次鞍点の N−1/2 とは異なる。

(3) t = −a < 0と置くと ϕ = x4/4− ax2/2の極小は x± = ±
√
a、ϕ(x±) = −a2/4、ϕ′′(x±) = 2a。二つの極

小の寄与を加えて
IN (−a) ∼ 2

√
π

Na
exp

(
Na2

4

)
.

(4) t = s/
√
N、x = N−1/4yで指数の N 依存が消える。厳密に

IN (s/
√
N) = N−1/4F (s) , F (s) =

∫ ∞

−∞
e−y4/4−sy2/2 dy.

この式は固定 tの展開が破綻する臨界領域をつなぐ。

(5) ⟨x2⟩ =
∫
x2e−Nx4/4 dx/IN (0)から

⟨x2⟩t=0 =
2Γ(3/4)

Γ(1/4)
√
N

.

t > 0固定では ⟨x2⟩ ∼ 1/(Nt)。臨界点で幅が N−1/4 となり、分散の大きさは N−1/2 に増大する。

検算・適用条件
Laplace法で極小の数が変わる場合、極小ごとの寄与を漏らさない。t→ 0とN → ∞は一般に交換で
きない。
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東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 2回｜詳解：縮退摂動・Debye遮蔽・導電シート・初到達

第 2回　第 1問の解答　水素原子の Stark効果

(1) z = r cos θは空間反転で符号が変わるのでパリティが同じ二状態間の行列要素はゼロ。また球面調和
関数の選択則は ∆ℓ = ±1, ∆m = 0。n = 2の 2sと 2p0 間だけが混合し、2p±1 は一次では動かない。

(2) 指定された規格化関数から角度積分 ∫
cos2 θ dΩ = 4π/3。従って

⟨200|z|210⟩ = 1

32πa30

4π

3a0

∫ ∞

0

r4(2− r/a0)e−r/a0 dr

=
1

24a40
(2 · 4!− 5!)a50 = −3a0 .

符号は与えた波動関数の位相の選び方によるが分裂の大きさは変わらない。

(3) 基底 (2s, 2p0)で
H ′

n=2 =

(
0 −3eEa0

−3eEa0 0

)
.

固有値は ∆E± = ±3eEa0 。E > 0では固有ベクトル (|2s⟩ ∓ |2p0⟩)/
√
2に対応し、2p±1 は一次補正ゼ

ロ。

(4) 1sは偶パリティで ⟨1s|z|1s⟩ = 0。一次効果がゼロでも二次の Stark効果は一般に残る。

(5) 無摂動の 2p0 が 2sより ∆高いとして基準 E2s = 0を取ると

Heff =

(
0 −3eEa0

−3eEa0 ∆

)
, E± =

∆±
√
∆2 + 36e2a20E2

2
.

3ea0|E| ≪ ∆で E− = −9e2a20E2/∆+O(E4)。分母∆ → 0では非縮退の二次式が破綻し、縮退対角化が
必要である。

検算・適用条件
Stark効果では「縮退した部分空間内で摂動行列を先に対角化する」ことが最重要。縮退を無視して
二次摂動を使うと分母が発散する。

28



東大院試の物理｜予想問題集 4 taku｜ takuphys.com

第 2回　第 2問の解答　 Debye–Hückel遮蔽

(1) |βeϕ| ≪ 1で n± ≃ n0(1∓ βeϕ)。よって

ρind = e(n+ − n−) ≃ −2n0βe
2ϕ .

電荷が正なら逆符号のイオンが集まる。

(2) −ε∇2ϕ = Qδ(3)(r) + ρindから

(∇2 − κ2D)ϕ = −Q
ε
δ(3)(r) , κ2D =

2n0e
2

εkBT
.

遮蔽長は λD = 1/κD。

(3) r > 0 で球対称の方程式は (rϕ)′′ − κ2D(rϕ) = 0。無限遠で減衰する解を選び、原点の Gauss 条件
4πεr2(−ϕ′) → Qに合わせると

ϕ(r) =
Q

4πεr
e−κDr .

(4) ρind = −εκ2Dϕなので
Qind = −κ2DQ

∫ ∞

0

re−κDr dr = −Q .

十分広い空間で総電荷が相殺される。

(5) 裸の Q/(4πεr)との差は r → 0で

ϕind(0) = lim
r→0

Q(e−κDr − 1)

4πεr
= −QκD

4πε
.

そのため所定の定義による過剰エネルギーは

∆U = −Q
2κD
8πε

.

Boltzmannの線形化 |eϕ| ≪ kBT がイオン分布の記述域で必要。特に点電荷の極近傍で線形理論は厳密
には破綻するので、短距離カットオフと希薄・弱結合条件が要る。

検算・適用条件
遮蔽ポテンシャルの係数は (∇2 − κ2)e−κr/r = −4πδ(3)(r)でチェックできる。
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第 2回　第 3問の解答　二次元導電シート

(1) Ex の接線成分は連続なので入射振幅を 1としたとき t = 1 + r 。

(2) +z波のHyはEx/Z0、−z波では−Ex/Z0。表面電流条件 ẑ×(H+−H−) = Kにより−2r/Z0 = σs(1+r)。
s = Z0σs として

r = − s

2 + s
, t =

2

2 + s
.

(3) 両側が同じ真空なのでパワー比は振幅絶対値の二乗でよい。実正 sなら

R =
s2

(2 + s)2
, T =

4

(2 + s)2
, A =

4s

(2 + s)2
.

R+ T +A = 1がエネルギー保存。

(4) A(s) = 4s/(2 + s)2 を微分して A′(s) = 4(2− s)/(2 + s)3。したがって

Amax =
1

2
at s = 2 .

単一対称チャネルの受動的シートでは 50%が上限。

(5) Drude模型は
σs =

n2De
2τ

m

1 + iωτ
1 + ω2τ2

, Reσs =
n2De

2τ/m

1 + ω2τ2
> 0.

複素 sでは R = |s|2/|2 + s|2、T = 4/|2 + s|2、差を取ると

A =
4Re s
|2 + s|2

≥ 0 .

検算・適用条件
表面伝導率の単位は S（シーメンス）、Z0σs は無次元。バルク伝導率 S/mとは区別する。
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第 2回　第 4問の解答　ドリフト拡散の初到達

(1) 任意の滑らかな f に対する Itô展開の条件付き期待値から

Ex[f(Xt+ dt)]− f(x) = (vf ′(x) +Df ′′(x)) dt+ o( dt).

従って L = v∂x +D∂2x 。

(2) 境界条件 p(0) = 0, p(L) = 1と Dp′′ + vp′ = 0を解く。v ̸= 0なら

p(x) =
1− e−vx/D

1− e−vL/D
.

(3) v → 0では分子・分母を vで一次展開すると p(x) → x/L 。漂流のない対称拡散で幾何学的比率とな
る。

(4) Dτ ′′ + vτ ′ = −1。pが同次方程式を満たすことから τ = (Lp − x)/v は直ちに非同次方程式を満たし、
両端でゼロなので

τ(x) =
L

v

1− e−vx/D

1− e−vL/D
− x

v
.

この表示は v ̸= 0で有効。

(5) p(x) = x/L+ v
2D

x(L−x)
L +O(v2)を代入すると

lim
v→0

τ(x) =
x(L− x)

2D
.

[D] = L2/T なので右辺の次元は時間。平均時間は区間中央で最大になる。

検算・適用条件
前向き Fokker–Planck方程式と後向き方程式の作用素を混同しない。初到達確率・平均時間は後向き
生成作用素で求める。
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第 3回｜詳解：Airy束縛状態・Schottky比熱・界面振動・初帰還

第 3回　第 1問の解答　量子三角井戸と Airy関数

(1) −h̄2ψ′′/(2m) + Fxψ = Eψに x = ℓu+ E/F を入れ、ℓ3 = h̄
2
/(2mF )を使うと ψuu = uψとなる。無限

遠で減衰する解は Ai(u)。

(2) 境界 x = 0では u = −E/(Fℓ)。Ai(−an) = 0より

En = Fℓan =

(
h̄
2
F 2

2m

)1/3

an .

(3) 指定された Airy恒等式を x = ℓ(u+ an)に用いて

ψn(x) =
Ai(x/ℓ− an)√
ℓ |Ai′(−an)|

.

実数波動関数の全体符号は自由。半直線上で直交規格化される。

(4) ∂FH = xなので Hellmann–Feynmanから

⟨x⟩n =
∂En

∂F
=

2En

3F
.

従って ⟨V ⟩ = F ⟨x⟩ = 2En/3、⟨T ⟩ = En/3で 2⟨T ⟩ = ⟨V ⟩。壁では波動関数がゼロとなり、この関係と
両立する。

(5) 古典的転回点は xt = E/F。p(x) =√2m(E − Fx)から
∫ E/F

0

p(x) dx =
2
√
2m

3F
E3/2 =

2

3
h̄

(
E

Fℓ

)3/2

.

指定された量子化条件から

an ∼
[
3π

2

(
n− 1

4

)]2/3
(n≫ 1).

検算・適用条件
Airy関数の漸近ゼロ点では壁の境界条件による位相 −1/4を忘れない。E ∝ F 2/3から virial関係が直
ちに検算できる。
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第 3回　第 2問の解答　 Schottky二準位系

(1) 1サイトでは z1 = 1 + ge−β∆。独立な N サイトなので ZN = (1 + ge−β∆)N 。

(2) 励起状態にある確率は
p =

ge−β∆

1 + ge−β∆
, U = N∆p .

U = −∂β lnZN でも同じ式を得る。

(3) ∂T p = (∆/kBT
2)p(1− p)なので

CV =
N∆2

kBT 2
p(1− p) = NkBu

2p(1− p) , u = β∆.

各サイトのエネルギーは 0,∆だから独立和の分散は Var(E) = N∆2p(1− p) = kBT
2CV 。

(4) T → 0では u→ ∞でCV ∼ NkBgu
2e−u → 0。T → ∞では p→ g/(1+g)でCV ∼ NkBu

2g/(1+g)2 → 0。
両端で小さく、中間温度に山（Schottkyピーク）がある。

(5) g = 1なら CV /(NkB) = u2/[4 cosh2(u/2)]。微分して

u tanh(u/2) = 2 , umax ≃ 2.399.

よって Tmax ≃ ∆/(2.399kB)。典型エネルギー差が熱エネルギーと同程度となる領域で最大になる。

検算・適用条件
内部エネルギーの零点移動は CV を変えない。熱容量ピークは相転移を意味せず、独立した少数準位
の熱励起だけでも発生する。
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第 3回　第 3問の解答　線密度の異なる弦

(1) 弦の微小要素への張力の差から µi∂
2
t y = T ∂2xy 、 ci =

√
T /µi 。界面で変位 yが連続し、点質量・外

力がないので横向き張力 T ∂xyも連続する。

(2) ki = ω/ci, a = L/2とし、固定端を満たすモードを

y1 = A sin(k1x)e−iωt, y2 = B sin[k2(L− x)]e−iωt

とおく。x = aで A sin(k1a) = B sin(k2a)、Ak1 cos(k1a) = −Bk2 cos(k2a)。非自明解の条件は

k1 cos(k1a) sin(k2a) + k2 sin(k1a) cos(k2a) = 0 .

両 sinがゼロになる場合も含むので、cot式よりこの行列式形が安全。

(3) k1 = k2 = kで左辺は k sin(2ka) = k sin(kL)。従って ωn = nπ
√

T /µ/L （n = 1, 2, . . .）。

(4) 界面を x = 0として左側の入射・反射変位を eik1x+re−ik1x、右側を teik2xとおく。1+r = t、k1(1−r) = k2t

から
r =

k1 − k2
k1 + k2

, t =
2k1

k1 + k2
.

(5) 時間平均のエネルギー流は ⟨P ⟩ = T ωk|A|2/2。したがって

R = |r|2 =
(k1 − k2)

2

(k1 + k2)2
, T =

k2
k1

|t|2 =
4k1k2

(k1 + k2)2
.

R+ T = 1。振幅の透過比 |t|2 をそのままパワー透過率とすると誤る。

検算・適用条件
固有モードの節が界面に来ると cot表現は特異になるが、行列式条件はその場合も扱える。界面では
変位と張力勾配が連続する。
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第 3回　第 4問の解答　対称ランダムウォークの初帰還

(1) S2n = 0には正の歩幅 n回と負の歩幅 n回が必要。従って

u2n =

(
2n

n

)
2−2n , P (S2n+1 = 0) = 0.

(2) 独立性から ⟨eikSn⟩ = ⟨eikξ⟩n = (cos k)n。k = 0で微分すれば ⟨Sn⟩ = 0, Var(Sn) = n 。k = O(n−1/2)で
(cos k)n ∼ e−nk2/2 となる。

(3) 二項級数 (1− z2)−1/2 =
∑

n≥0

(
2n
n

)
(z2/4)n より

U(z) =
1√

1− z2
(|z| < 1).

(4) 任意の原点への帰還は、初帰還に続いて原点からの独立な再出発である。更新方程式 U(z) =

1 + F (z)U(z)から
F (z) = 1− 1

U(z)
= 1−

√
1− z2 .

(5) 二項級数の係数比較から

P (T0 = 2n) =
1

2n− 1

(
2n

n

)
4−n , P (T0 = 2n+ 1) = 0.

Stirling式 (
2n
n

)
∼ 4n/

√
πnで

P (T0 = 2n) ∼ 1

2
√
π
n−3/2 .

F (1) = 1より最終的には必ず帰還するが、初帰還時間の平均は発散する。

検算・適用条件
帰還確率 u2n ∼ n−1/2 と、初帰還確率 P (T0 = 2n) ∼ n−3/2 は異なる量。生成関数の更新恒等式が両
者を結ぶ。
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第 4回｜詳解：変位クエンチ・回転系・高周波平均・非線形振動

第 4回　第 1問の解答　調和振動子の変位クエンチ

(1) 新旧は同じ振動数なので固有値はいずれも En = h̄ω(n + 1/2)。新しい固有状態は並進演算子
T̂ (d) = exp(−ipd/h̄)を用いて |n; d⟩ = T̂ (d)|n; 0⟩ と書ける。

(2) ℓ0 =
√
h̄/(mω)とおき α = d/(

√
2ℓ0)。調和振動子の変位演算子D(α) = exp

(
αa† − αa

)で新基底へ射影
すると、初期基底状態は ±αの coherent状態に相当する。e−|α|2/2∑

n(±α)n|n; d⟩/
√
n!から

Pn = e−S S
n

n!
, S = |α|2 =

mωd2

2h̄
.

(3) Poisson分布の生成関数∑
n Pnz

n = eS(z−1) を微分すると

⟨n⟩ = S, Var(n) = S .

(4) 新 Hamiltonianを初期基底状態で直接平均すると

⟨Hf ⟩ =
1

2
h̄ω +

1

2
mω2d2, ⟨Hi⟩ =

1

2
h̄ω.

別法では ⟨Hf ⟩ = h̄ω(⟨n⟩+ 1/2)。両者から

⟨W ⟩ = h̄ωS =
1

2
mω2d2 .

(5) 対角表示で
A(t) =

∑
n≥0

Pne−iω(n+1/2)t

= e−iωt/2 exp
[
−S(1− e−iωt)

]
.

従って
|A(t)|2 = exp[−2S(1− cosωt)] .

t = 2πk/ωで 1へ復帰し、t = π/ωで e−4S となる。

検算・適用条件
突然近似では波動関数は時刻 0に不連続には変わらない。変化するのは Hamiltonianと、その固有基
底における展開係数。
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第 4回　第 2問の解答　回転系の古典気体

(1) Ω = Ωẑとすると
Hrot =

(p−mΩ× r)2

2m
+
m

2
(ω2

0 − Ω2)r2 .

r積分が収束するには |Ω| < ω0 が必要。

(2) 平方完成した運動量を積分して ∫
e−βp′2/(2m) d2p = 2πm/β、位置側は ∫

e−βm(ω2
0−Ω2)r2/2 d2r =

2π/[βm(ω2
0 − Ω2)]。h = 2πh̄より

Z1 =
1

β2h̄
2
(ω2

0 − Ω2)
.

(3) 古典希薄気体の Gibbs因子を含め
ZN =

ZN
1

N !
.

Maxwell–Boltzmann近似であり量子縮退の強い低温では使わない。

(4) ∂Ω lnZN = β⟨Lz⟩から
⟨Lz⟩ =

2NΩ

β(ω2
0 − Ω2)

.

位置 Gaussianの直接積分によれば
⟨r2⟩ = 2

βm(ω2
0 − Ω2)

.

従って ⟨Lz⟩ = NmΩ⟨r2⟩と整合する。

(5) 二階微分から
Var(Lz) =

1

β2

∂2 lnZN

∂Ω2
=

2N(ω2
0 +Ω2)

β2(ω2
0 − Ω2)2

.

|Ω| → ω0 で有効な復元力が消失するため、平面無限の模型では粒子が外へ広がり ZN が発散する。有
限容器なら境界がこの発散を抑える。

検算・適用条件
回転系は単に座標変換するだけでなく −ΩLz を含める。分配関数の Ω微分は角運動量の平均と揺ら
ぎを与える。
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第 4回　第 3問の解答　高周波 Paulトラップ

(1) ∂2xϕ = V0 cosΩt/r20、∂2yϕ = −V0 cosΩt/r20 なので ∇2ϕ = 0 （z方向依存なし）。静的な電場のみでは三
方向の安定束縛が難しいことの端緒となる。

(2) F = −q∇ϕから
ẍ+ a cosΩt x = 0 , ÿ − a cosΩt y = 0 .

y方向では高周波力の符号が反転する。

(3) x = X + ξx で X を速い一周期の間一定とみなし、ξ̈x ≃ −aX cosΩt。平均ゼロの特殊解は ξx ≃
(a/Ω2)X cosΩt。同じく

ξx ≃ a

Ω2
X cosΩt, ξy ≃ − a

Ω2
Y cosΩt .

(4) 元の方程式へ戻して一周期平均をとると ⟨cos2 Ωt⟩ = 1/2。従って

Ẍ +
a2

2Ω2
X ≃ 0, Ÿ +

a2

2Ω2
Y ≃ 0 , ωsec =

|a|√
2Ω

.

符号の違う速い駆動でも、平均後は両方向が復元力になる。

(5) mω2
secr

2/2から
Ueff(X,Y ) =

ma2

4Ω2
(X2 + Y 2) .

|a|/Ω2 ≪ 1および ωsec ≪ Ωが時間スケール分離条件。高周波に時間変化する場で動的閉じ込めが可能
なため、静的ポテンシャルのみの制限とは矛盾しない。

検算・適用条件
微小高速振動 ξの符号と ⟨cos2⟩ = 1/2を落とすと世俗周波数に √

2のずれが生じる。
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第 4回　第 4問の解答　 Duffing振動子の永年項

(1) 運動方程式に ẋを掛けて積分すると

E =
ẋ2

2
+
ω2
0x

2

2
+
ϵx4

4
=
ω2
0A

2

2
+
ϵA4

4
.

単位質量のエネルギー表示である。

(2) 零次の ẍ0 + ω2
0x0 = 0から x0 = A cosω0t 。一次では

ẍ1 + ω2
0x1 = −x30 = −A

3

4
[3 cosω0t+ cos 3ω0t], x1(0) = ẋ1(0) = 0.

(3) (∂2t + ω2
0)(t sinω0t) = 2ω0 cosω0tなので、共鳴する外力が

x1,sec = −3A3

8ω0
t sinω0t

を生む。ϵtが大きくなると通常の摂動展開は破綻する。

(4) ω = ω0 + ϵω1、τ = ωtとおく。一次の cos τ 共鳴項を消す条件は −2ω0ω1A+ 3A3/4 = 0。よって

ω1 =
3A2

8ω0
, ω ≃ ω0

(
1 +

3ϵA2

8ω2
0

)
.

硬化ばね ϵ > 0では周波数が増える。

(5) 一次の周期は
T ≃ 2π

ω0

(
1− 3ϵA2

8ω2
0

)
.

|ϵ|A2/ω2
0 ≪ 1で振幅・周波数補正が小さい。ϵ < 0では四次ポテンシャルが大きな xで下へ発散する

が、小振幅井戸近傍の短い時間尺度ではこの局所近似が使える。

検算・適用条件
永年項は真の振幅が無制限に増えることを示すのではなく、固定周波数で展開した摂動級数の非一
様性を示す。
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第 5回｜詳解：スピン断熱発展・有限系転移・偏光・境界層

第 5回　第 1問の解答　回転する磁場中のスピン

(1) (n ·σ)2 = I なので固有値は ±1、エネルギーは E± = ∓∆/2。低いエネルギーは n ·σ = +1の spinorで

|+; θ, φ⟩ =
(

cos(θ/2)
eiφ sin(θ/2)

)
, Eg = −∆/2 .

規格化は cos2(θ/2) + sin2(θ/2) = 1。

(2) Pauli行列の期待値を直接計算すると ⟨σx⟩ = sin θ cosφ、⟨σy⟩ = sin θ sinφ、⟨σz⟩ = cos θなので ⟨σ⟩ = n 。

(3) 基底枝の動的位相は γdyn = −h̄−1 ∫ T
0
Eg dt = ∆T /(2h̄) 。T は一周の所要時間（張力などと区別）。

(4) θ一定で φ̇ = ν の場合、励起固有状態 |−⟩との非断熱結合の大きさは

|⟨−|+̇⟩| = |ν| sin θ
2

.

エネルギー間隔は ∆なので h̄|ν| sin θ/2 ≪ ∆ が十分小さい結合の条件。単純な安全条件 h̄|ν| ≪ ∆で
もよい。

(5)【＋ α】spinorを φ微分すると ∂φ|+⟩ = (0, ieiφ sin θ/2)⊤ で

Aφ = i⟨+|∂φ+⟩ = − sin2
θ

2
= −1− cos θ

2
.

一周では
γB =

∫ 2π

0

Aφ dφ = −π(1− cos θ) = −Ωsolid

2
(mod 2π) .

これは通常の動的位相とは別に生じる幾何学的位相である。

検算・適用条件
Berry位相は固有状態のゲージ変更で 2π の整数倍だけ変わり得るが、閉路の位相因子は物理的に不
変。断熱条件を満たすときの＋ α問題。
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第 5回　第 2問の解答　有限系の一次転移

(1) 相ごとの Boltzmann重みは状態数と e−βE の積だから

ZN = exp
[
N

(
s1
kB

− βe1

)]
+ exp

[
N

(
s2
kB

− βe2

)]
.

(2) 両重みが等しいとき ∆s/kB = βc∆e。∆e = e2 − e1 > 0, ∆s = s2 − s1 > 0とすると

Tc =
∆e

∆s
.

(3) wi = exp[N(si/kB − βei)]、p2 = w2/(w1 + w2)。よって

p2 =
1

1 + exp[−N(∆s/kB − β∆e)]
, U = N(e1 +∆e p2) .

(4) エネルギー Ne1、Ne2 の二点分布なので

Var(E) = N2(∆e)2p2(1− p2) , C =
N2(∆e)2

kBT 2
p2(1− p2) .

T = Tcで p2 = 1/2となり C(Tc) = N2(∆e)2/(4kBT
2
c ) 。有限のN では Tcと熱容量極大点 Tpeakは厳密

には一致しない。T−2 因子のため dC
dT

∣∣
Tc

= −2C(Tc)/Tc < 0。大きい N では

Tpeak = Tc −
4k2BT

3
c

N2(∆e)2
+O(N−4) , Cmax ∼ C(Tc) ∝ N2 .

(5) p2が 0から 1へ変わるにはN |∆s/kB−β∆e| = O(1)、すなわち∆β = O(1/N∆e)。∆T = O(kBT
2
c /(N∆e))

であり幅がN−1となる。熱力学極限で内部エネルギーの跳びは ∆U = N∆e 、潜熱は系の大きさに比
例する。

検算・適用条件
ピークの高さ N2と幅 N−1を掛けると全熱容量の積分が O(N)となり、潜熱 N∆eと整合する。この
単純な二相近似では各相内の熱容量を無視している。C(Tc)と Cmaxは有限N では異なるが、N → ∞
では先頭の N2 スケーリングが一致する。
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第 5回　第 3問の解答　複屈折と偏光

(1) x軸と y軸は異なる位相を得る。共通位相 exp(inxωd/c)を除くと

Eout =
E0√
2

(
1
eiδ

)
.

波の時間因子の規約は e−iωt とする。

(2) δ = (ny − nx)ωd/c 。相対位相は屈折率差と厚みに比例する。

(3) Ex = E0/
√
2、Ey = E0eiδ/

√
2を代入すると

S0 = |E0|2, S1 = 0, S2 = |E0|2 cos δ, S3 = |E0|2 sin δ .

この定義で S2
0 = S2

1 + S2
2 + S2

3。S3 の符号は教科書によって定義が異なるので本問の定義を用いる。

(4) δ = kπ（整数 k）なら二成分が同相または逆相で直線偏光。δ = (k + 1/2)πなら二成分の振幅が等しく
位相差が π/2で円偏光。それ以外は一般に楕円偏光となる。

(5) 軸方向の単位ベクトル (cosα, sinα)⊤へ射影する。振幅は E0(cosα+ eiδ sinα)/
√
2。I0 ∝ |E0|2とすれば

I(α)

I0
=

1

2
[1 + sin(2α) cos δ] .

δ = 0で α = π/4なら 100%透過、δ = π/2ではどの方向でも 50%透過する。

検算・適用条件
これは界面反射を補償した理想位相板の模型。実際の結晶内のエネルギー流や境界反射を計算する
場合、屈折率による振幅規約も必要となる。
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第 5回　第 4問の解答　境界層の幅

(1) y′ = Ce−x/ϵ として積分すると y = A+Be−x/ϵ。y(0) = 0, y(1) = 1から

y(x) =
1− e−x/ϵ

1− e−1/ϵ
.

(2) 固定 x > 0で e−x/ϵ → 0、従って yout(x) = 1 。しかし yout(0) = 1は元の境界条件 y(0) = 0と一致しな
い。最高階微分を消す極限は非一様である。

(3) X = x/ϵと置くと y′′X + y′X = 0（ここだけ X 微分）。Y (0) = 0、Y (∞) = 1を課して

Y (X) = 1− e−X .

変化は X = O(1)すなわち x = O(ϵ)で起こる。

(4) 厳密に積分すると ∫ 1

0

y(x) dx =
1− ϵ(1− e−1/ϵ)

1− e−1/ϵ
=

1

1− e−1/ϵ
− ϵ .

従って
∫ 1

0

y dx = 1− ϵ+O(e−1/ϵ) 。

(5) y′(x) = e−x/ϵ/[ϵ(1− e−1/ϵ)]から ∫ 1

0

(y′)2 dx =
1− e−2/ϵ

2ϵ(1− e−1/ϵ)2

=
1 + e−1/ϵ

2ϵ(1− e−1/ϵ)
∼ 1

2ϵ
.

勾配 y′ = O(ϵ−1)が幅 O(ϵ)に集中するので積分は O(ϵ−1)となる。

検算・適用条件
外部解が境界条件の一方を満たさなくても数値解の大部分を正しく近似できる。境界層解を加える
と一様近似が得られる。
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学習設計：出題傾向と重点技法

分野 基礎解法 第 4集での再構成
量子力学 境界・対称性、縮退、変分、定常・非定常 変分水素、Stark効果、Airy状

態、変位クエンチ、断熱スピ
ン

統計力学 分配関数、揺らぎ、自由エネルギー、線形化 Hubbard局所状態、遮蔽、回転
気体、有限系転移

電磁気学・力学 Maxwell境界条件、エネルギー、固有振動 半挿入誘電体、導電シート、弦
の界面、Paulトラップ、複屈
折

数学 漸近法、確率過程、微分方程式、特異摂動 臨界鞍点、初到達、初帰還、
Duffing、境界層

題材そのものの出題頻度を数値的に予測したものではない。選定は過去の出題分野で繰り返し要求される
計算法の転用可能性を基準とする。2026年度以前の公開資料を参照しているが、近未来の試験の出題を保
証しない。
＋ α：第 5回第 1問 (5)では、スピンの断熱発展での Berry位相を導く。ほかの 99小問は基礎の適用力を測
る設計である。

出典と権利
本書の問題・独自解答は本教材のために新規に作成した。東大の実際の過去問の文面や図をそのまま掲載
したものではない。題材と出題分野の比較の参照先はhttps://www.phys.s.u-tokyo.ac.jp/about/147/で
ある。taku著、takuphys.com。未実施年度の公式問題として引用・再配布しないこと。
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